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Application de la méthode des approximations successives dans la

théorie de I’équation #*2/0zdy = f(«, v, 2, 0z/0x, 02/0y)

Lastosowanie metody kolejnych przyblizen w teorii rownania

P32 0y = f(z, y, 2, 0z/0x, 3z/dy)

IIpuvenenne mMeTo/12 NOC.1€10BATE/ILHLIX MPHOIMAKCHHI B TCOPHH YpPABACHHW

0°z/0rdy = f(x, y, 2, 02/0x, 0z/dy)

Dans ce travail nous étudions l'existence, I’unicit¢ et la dépendance
continue des conditions initiales et du second membre des solutions de
I*équation

(1) dzldzdy — f(x,y, 2, 02/0z, 02/0Y).

La méthode utilisée comprend les trois étapes suivantes:

1° Considérant I’équation (1) dans le domaine des fonctions & valeurs
dans un espace de Banach arbitraire, nous établissons par approximations
successives 1’existence et 1'unicité des solutions. La démonstration de la
convergence des approximations successives se fait par la méme méthode
que dans notre note [8] et elle s’appuie sur le schéma général abstrait
donné par T. Wazewski [14]. Nous admettons dans nos raisonnements
que la fonction f(z, v, 2, p, q), qui figure au second membre de I’équa-
tion (1) est continue et qu’elle vérifie, par rapport a 2z, p et ¢, une condi-
tion analogue & celle de Osgood, assurant 1'unicité des solutions des équa-
tions différentielles ordinaires. (Cette condition, en tant que condition
d’existence et d’unicité des solutions du probléme de Cauchy, a été
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66 Jan Kisynski

introduite dans la théorie de ’équation (1) par C. Foias, T. (jussi et V.
Poenaru [4]).

2° (Considérant 1’équation (1) dans le domaine des fonctions a valeurs
dans un espace convenable de suites convergentes, nous obtenons, comme
conséquence des théoremes sur l’existence et 1'unicité des solutions, des
théorémes concernant leur dépendance continue des conditions initiales
et du second membre de 1’équation.

3° Pour l’équation (1), considérée dans le domaine des fonctions
a valeurs dans un espace euclidien a n dimensions, nous démontrons
un théoréme sur l'existence des solutions, en admettant que la fonction
flx,y,2,p,q) est continue et vérifie par rapport a p et ¢ une condition
du type de Osgood. En profitant d’une élégante idée de C. Ciliberto [1],
§ 1, nous obtenons la démonstration moyennant le théoréme du point
fixe de Schauder, en nous appuyant sur les théorémes, établis aupara-
vant sous des hypothéses plus fortes, sur I'existence et 'unicité des solu-
tions et leur dépendance continue du second membre de I’équation.

Dans ce travail nous considérons, pour l’équation (1), le probleme
posé par Mlle S, Szmydt [13]. Ce probléme étant insoluble en toute géné-
ralité, nous nous bornons a4 un cas particulier, comprenant le probléme
de Goursat, considéré dans nn rectangle dont les cétés ont les directions
caractéristiques.

Dansg le travail [9] nous avons appliqué les mémes raisonnements
pour les solutions 4 dérivées sommables des problemes de Cauchy et de
Darboux, introduites par R. Conti [2] et [3].

1. Enoncé des théoremes relatifs au probleme de Mile Szmydt.

Une fonction z(x, y) a valeurs dans un espace de Banach quelconque,
définie sur un ensemble 7, sera dite fonction de classe C* sur cet ensem-
ble, si elle admet dans celui-ci des dérivées au sens de la norme 9dz/dz,
0z/dy et 02z/0xdy, continues au sens de la norme. Le probléme de Mlile
Szmydt pour ’équation (1) dans le domaine des fonctions a valeurs dans
un espace de Banach sera formulé comme il suit:

Probleme (S). Nous supposons données les fonctions ¢(z) et h(y), con-
tinues respectivement dans les intervalles « <z < b et ¢ <y < d, satisfai-
sant dans ces intervalles aux inégalités ¢ < g(v) <d et a < h(y) <b.
Soit E un espace de Banach quelconque. Nous supposons données les fonc-
1tons continues G(v,z,q), H(y,z,p) et f(z,y,2,p,q) @ valeurs dans
Pespace E, définies powr xea,b), yelc,d> et z,p, qeE; enfin, soient les
nombres x°¢ a, b), yoelc,d) et un élément 2°¢ E. Déterminer une fonction
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2(z,y), @ valeurs dans VUespace V, de classe C* dans le rectangle R -
= ((®,y):a <2 <b, ¢ <y <d) satisfaisant danx ce rectangle & Iéqua-
tion (1) et aux oonditions

0z[0r = G(z, 2z, 0z[0y) pour vea,b), y = g(z),
(2) 0zloy = H(y, z, 0z/0x) pour yelc,d>, v = h(y),

2(x°, y°) = 2°.
Une fonction z(xz,y) vérifiant les conditions précédentes zera appelée solu-
tion du probléme (S).

Le probléme (S), posé sous une forme aussi générale, peut étre inso-
luble ou bien admettre plus d’une solution (cf. [5], p. 103-105, [6], p. 74
et [13], p. 72). C’est pourquoi nous nous bornerons 4 un cas particulier,
en admettant relativement & la configuration des courbes y = g(z) et
x = h(y) les hypothéses suivantes, proposées par M. A. Bielecki, dont
le sens géométrique est bien net.

Hypotheses (B). 71 existe des fonctions ¢,, @, et g4, et un nombre e, >0
tels que:

(i) la fonction ¢, (x) soit de classe C'" dans Pintervalle (x°, b >, @,(2°) = y°,
pi(b) = d et ¢y(x) >0 pour zela®b),

(i) la fonction @,(x) s0it de classe C'" dans Uintervalle (a,x°), g,(a) = d,
ga(a®) = ¥° et ¢}(z) < O pour wela, z%),

(iii) la fonction ¢,(x) soit de classe CV dans Dintervalle (a, "), gs(a) = ¢,
@a(2°) = y° et ¢y(x) > 0 pour zela,x®,

(iv) 9’4(37)+50(w_w0) < 9(2) < @y (@) —go(@x—2°) pour zels’, b,
0t @y (%) = @y (‘Pz l(‘Pl(w)))y

(V) @a(2)+ £0(a’— ) < g(2) < gal@) — &o(a’ — @) pour we<a,a’,,

(Vi) @' (1) +ely—1°) <h(y) <oi' (¥)—ely—y°) pour yey°,d),

(vii) @57 (¥)+a(¥°—y) < h(y) < @;'(y)—&(y°—y) pour yelc,y®>.

Théoréme 1. Supposons rempli Vensemble des conditions suivantes:
1° les fonctions g(x) et h(y) vérifient les hypothéses (B) et satisfont aux
conditions de Lipschitz

g(@’)—g(z")|

< L-jz'—2z"| powr x',x"¢a,bh),
h(y')—h(y") < L-ly'—y"  powr y'yy"ele,d,

(3)

o L est une constante positive,

2° les fonetions G(x,z, q) et H(y, z, p) satigfont aux conditions de Lipschitz
1G(z, 2, 9)—G(x,Z, Pll< K-|e—2|+ L, (2)lg—7ll,

4 _
5 |\H(y,z,p)—H(y,%, D) < K-|z2—2||+Ly(y):llp—2l
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pour wela, by, yelc,d)>etz,p,q,2,p,qek, ou K est une constante positive,
L,(xz) et L,(y) sont des fonctions a valeurs positives, continues respective-
ment dans les intervalles a <& <b et ¢ <y < d, satisfaisant a la con-
dition

(5) Ly (2°) Lo(y°) < 1,

\

3° la fonction f(z,y,z,p,q) satisfait a la condition

(6) If(x,y,2,p,0)—f(®,y,%, P, DIl < o(lz—2l+[p—>Dl+ llg—3l)

pour (x,y)eR quelconques et 2, p, q, Z, P, GekE, ot w(0) est une fonction
continue et non décroissante pour de 0, + oo), telle que w(0) = 0, w(d) >0
pour & >0 et que

= * du

(7) ] = +oo.

w(u)

Dans ces conditions le probleme (S) admet exactement une solution.

Théoreme 2. Supposons vérifiées les hypothéses admises dans 1énoncé
du théoréme 1 aw sujet des fonctions g(xz) et h(y). Soit une suite de fonctions
fal®yy,2,p,q9), n =0,1,..., a valeurs dans Vespace E, continues powr
(x,y)eR et z,p, qeE, telle que
(8) lim max”fn(a”y’z,P7Q)“fo(w7?/azvp9‘I)” =0

n—oo (Z,V)eR

pour z,p, qeE quelconques fiwés et que
9) Wal@yy,2,0,Q)—folz, 9,2, P, P < o(lz— 2+ [lp— Pll+ llg—glI)

pour tous les n = 0,1,...,(x,y)eR et z,p,q,%,D,GeE, ou la fonction
w(6) a les mémes propriétés que dans le théoréme 1.

Sotent encore deux suites G,(x,z,q) e¢ H, (y,z,p)y, n = 0,1,..., de
fonctions a valeurs dans Despace E, conlinues pour xela,b) et yele,d-
et z,p,qeE, telles' que

lim max |G, (=, 2, q) —G(z, 2, q)|| = 0,
n—so0 a<zr<b

lim max [|H,(y, 2, p)—Ho(y, 2, p)ll =0
n—oo CyY<d

pour z,p, qekl quelconques fimés, et que
1@n(e, 2, ) —Gu(®, 2, )| < K- |lz— 2+ Ly(2) llg—7ll,
IHn(yy 2, p)—Haly, 2, D)l < K-[l2—Z(+- Ly(y)-llp — Pl
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pour tous les n = 0,1, ...,5vela,b), yelc,d) et 2,p,q,2,D,qeE, oi

K est une constante positive, L,(x) et Ly(y) sont des fonctions a valeurs
positives, continues respectivement dang les intervallesa <z < betc <y < d,
vérifiant la condition (5). Enfin, soit une suite 25, n = 0,1,..., AQélé-
ments de Vespace E telle que lim|z)—zj| = 0.
n—00

Pour tout n = 0,1, ... désignons par z,(x,y) wne fonction, dont Vevis-
tence et Uunicité sont assurées par le théoréme 1, a valeurs dans Vespace E,
de classe C° dans le rectangle R, satisfaisant dans ce rectangle a I'équa-
tion

(10) 022, [0wdy = f,(®, Y, 2y, 02, /0D, 02, [0Yy)
et vérifiant les conditions
02,00 = G, (%, 2,, 02,/0Y) pour zela,by,y = g(a@)),
(11) 02,0y = H,(y, 2,, 02,/0z) pour yele,d>,x = h(y),
Za(@®, ¥°) = 7.
Dans ces conditions on a

(12) limmax (||z, — zoll + (102, (07 — 02y [0|| -+ (|02, |0y — 0200y ||+ (0%, [0zdy —
ne-oco R

— 022y |0m0yl) = 0.

Théoreme 3. Soit E un espace euclidien a n dimensions et supposons
rempli Vensemble des conditions suivantes:

1° les fonctions g(x) et h(y) vérifient les hypotheses (B) et satisfont aux
conditions de Lipschitz (3)(}),

2° les fonctions G(xz,z,q) et H(y,z,p) satisfont aux inégalités

1G (2,2, 0)| < A+B-|ll et |H(y,z,0)| <A+B-[], 4, B = const >0
pour we'a, by, yelc,d> et zeE quelconques, et aux conditions de Lipschitz
Gz, 2, ) —G (2, 2, D)l < Ly(@)[lg—qll,
\H(y, 2, p)—H(Yy,2, D)l < L:(y)llp—Dll

pour xela,b), yelc,d> et 2,p,q,P,Gek, ou les fonctions L,(z) et Ly(y)
ont les mémes propriétés que dans le théoréme 1,

(Y) En appliquant les méthodes du travail [6] on peut établir le théoréme 3
suns supposer vérifites les conditions de Lipschitz (3).
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3° la fonction f(x,y,z,p,q) satisfait aux inégalités
If(xyy,2,0,0) < A+B-|z[|, A,B = const >0,
pour (z,y)eR et zeE quelconques, et
If@,y,2,p,)—f(@, 9,2, P, Dl < o(p—Pl+llg—ql)

pour (z,y)eR et 2,p, ¢, P, G E, out la fouction w(0) a les mémes propriétéx
que dans le théoréme 1.
Dansg ces conditions il ewiste une solution du probleme (S).

2. Théorémes auxiliaires.

Nous admettrons dans la suite que x° = y° = 0. Outre qu’elle per-
mettra de simplifier ’écriture, cette convention n’aura aucune influence
sur le fond des raisonnements. De plus, nous supposerons toujours veri-
fiée ’hypotheése faite dans I’énoncé du théoréme 1 au sujet des fonctions
g(z) et h(y). Dans les considérations de ce chapitre la fonction auxiliaire
t(z, y), pour la construction de laquelle nous renvoyons au premier chapitre
du travail [7], jouera un roéle fondamental.

Transformation T. Posons x(y) = g,(ps'(y)) pour yedlc,0>. Alors

5 (g )
nous aurons ¢, (p; " (y)) = @ (qu‘(%(%‘(y),»),l = 2(y) pour ye(c,0). Dé-

gignons par T la transformation du plan zy en le plan wuv, définie par
les formulex

—(z—a)g;(a) — @y(a) pour =z < a,
—@o(@) our 2eda,0)
= U(z) = Pa p ’ ’
@1 () pour ze(0,b>,
(x—Db)g' (b)+ @, (b) pour x >b,
—(y—e)x'(0)—x(c) pour ¥ <ec,
v=V(y) = —x®) pour yelo,0),
) pour y >0.

La transformation T transforme les courbes d’équations y = ¢,(o),
2e(0,b) ¥y = @), zeda, 0>, y = pg(x), vela,0), y = @4(2)y 20, b,
respectivement en segments de droite d’équations u = v, ue(0,U(b)),
u=—v, ue(lU(a),0), u=0ov, ue{U(a),0), u= —v, ue0, U(b));
elle transforme les courbes d’équations y = g(z), ze{a, b), et & = h(y),
yelc,d>, en courbes d’équations v = a(u), welU(a), U(b)) ot u = fi(v),
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rel(V(e), V(d)), ou a(u)= V(_g(U ’(u))) et f(v) = U(h(V l('v))). En
posant 6 = 1— g;min(min U’ /max V', min V' /max U’), ou ¢, est le nombre
positif qui intervient dans les hypothéser (), on voit aisément que 0 <
<h <1 et

ja(u)] < 6-|lu| pour wuellU(a), U(b),

(13) .
B@) <0-[v| pour wve/V(c), V(d)).

De plus, puisque les fonctions ¢; et ¢; ', i = 1,2,3,4, sont de classe
C!, on constate, en tenant compte de (3), que les fonctions a(u) et g(v)
satisfont aux conditions de Lipschitz
Ly )= al) S deiw—w] pour wyweCUla), U@)),
{_ X 0 00 = r ey ’ " /

1B(v')— (") < Ay 0" —0""| pour v', v e(V(e), V(d)),
oll 4, désigne une constante positive.

La fonction t(z, y) et les ensembles §,. Pour les fonctions a(u) et
B(v) que nous venons de définir, construisons une famille d’octogones W,
ot une fonction s(u, v) de méme que nous I’avons fait au premier chapitre
du travail [7](?). (Les fonctions a(u) et B(v) doivent étre prolongées sur
les intervalles —oo < u < 00 6t —oo < v < +o00). Soit N la con-
stante intervenant dans le lemme 1 du travail [7]. Posons

m = min(min ', min V'),
8, =T ' (Won-1y) pour ted0, oo),
t(@z,y) =m "Ns(U(z), V(y)) pour z et y quelconques.

En s’appuyant sur les considérations du premier chapitre du travail [7],
on vérifie aisément que la famille d’ensembles fermés S, et la fonction
t(x,y) ainsi définies ont les propriétés suivantes:

(15) 8, = {(01 0)}7
(16) 0 <t' < ¢ > 8, C Int(8p) = Fr(84)~Fr(8p) = 0,

(17) les courbes fermées Fr(8,), te(0, + o), recouvrent tout le plan xy,
(18) les ensembles S, dépendent contintiiment du parameétre ¢, c’est-a-dire

lim max d((z,y),8,) =0 pour tout t, >0, o d((z,y), S,) désigne
"Jo+ (z,v)est .
la distance du point (z,y) a l’ensemble S, ,

(3) Dans cette construction on profite des conditions (14), done¢ indirectement
des conditions (3).
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(19) t(z,y) est I'unique nombre non négatif ¢t tel que (x,y)eFr(S,),
(20) t(@,9) <ty = (3, ) Sy,

(21) la fonction t(z, y) est continue et non négative,

(22) 8i ¥’ =y = g(w), ou zela,b), on a y"'—y <z, y"’)—t(z,y’),
(23) 8i y"

<Y
(24) 8i o' > o'
<

’

< g(z), ol wela,b), on a y' —y" <t(z,y")—t(z,y'),

> h(y), ou yelc,d), on a " —z" <t(z",y)—tz',y),
(25) 8i 2" <z <h(y), ol yelc,d), on a &' —z'" <t(z'"',y)—tz,y),
(26) t(x, g(x)) < t(®,y) pour xela,b),ye(—oo, +o0),
(27) t(h(w),y) <t(xz,y) pour yelc,d),ze(—o00, {00).

Des propriétés (22)-(25) il résulte (la preuve est la méme que celle
du lemme 2 du travail [7]) que 8i @(?) est nune fonction continue et non
négative pour te0, +oo), on a:

v LERTL]

(28) | @z, yNdy < [ @(r)dr pour ¥ >y’ > g(a),
v {(z,v)
v Kz )

(29) [ dit@y)dy < [ @(r)dr pour y' <y’ <g(a),
i UERd]
2 4z",)

(30) | o(t(@, y)da < f & (v)dr pour @’ =o' > h(y),
z ez y)
z f(x )

(31) f D (t(z,y))dr < f @ (t)dr pour '’ < a' < h(y).
2 UEZRT]

Lemme 1. Soient A un nombre positif, D,(1) et D,(t) des fonctions
continues, non négatives et non décroissantes pour te (0, +oo). 8i A(z,y)
est une fonction continue dans le rectangle R, satisfatsant, pour tout point
(,Y)eR et pour tout chemin d’intégration rectifiable contenu dans le rectan-
gle R, a Vinégalité

(1)
(32) A@,§) < [ Dy(tw, y)) 2"V |da| + Dy(t(, y)) 26X |dy],
(0.0)

alors
(@, y) < [Dy(t(z,y))--Dy(t(z, y))]16*“Y pour (2, y)ek.
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Démonstration. Pour fixer les idées, nous étudierons le cas ou
0w =0,y >0 et y =g () (pour les autres cas le raisonnement est ana-
logue). Posons §(z) = ¢, (w)—e,@ pour @e0,b) et h(y) = ¢ (¥)— ey
pour y <0, d) et admettons (z,, Yo) = (=, ¥), (21, ¥1) = (v, §(2)), (%2, Y,) =
— (E(g(w)), g(:v)), (g, ¥3) = ‘Elg(m)}, g(ﬁ(g(m)))),.... 11 est aisé de voir que
'on aura alors lim (:vu,y,,)l= (0,0), yo >y, et @, =&y, >y, .,
Yoni1r = Youiz > Yongsy Yo = 9(T0), @, > h(y,) pour n =0,1,2,... En
g’appuyant sur (22), (24), (28) et (30) on obtient l'inégalité demandée

en prenant pour chemin d’intégration dans l'inégalité (32) la ligne brisée
dont les sommets sont (x,, ¥,), (1, ¥), .--

Lemme 2. Il existe un nombre x€(0, 1) et deux fonctions M (x) et N (y),
continues respectivement dans les intervalles a < x <b et ¢ <y <d, lels
que

(33) M(z) >1
pour vela,h
(34) L,(m)N(g(:v)) < xM (x)
(35) Ny >1 1L
, , . powr yelc,d)
(36) Ly (y)M (h(y)) < =N (y)

Démonstration. Soit » un nombre vérifiant ’inégalité
(37) L,(0)- Ly (0) < % < 1.

En vertu des conditions (13) la suite wu, a(u), p(a(u)), a‘ﬂ(a(u))),...
tend uniformément vers zéro pour we{U(a), U(b)>; par conséquent,

puisque g¢(z) = V"(a(U(x))), h(g(w)) = U“(ﬂ(a(U(m)))), .ovy la suite
@, g(2), h(g(2)), g (h(g(m))), ... tend uniformément vers zéro pour ze<a, b).

De méme, la suite ¥, h(y), g(h()), h(g(h(y))),... tend uniformément
vers zéro pour yelc,d>. Donc, d’aprés (37), la série M(x) = »"'-
- %72 Ly(@) + % Ly (@) Ly (9(2)) + %~ * Ly (2) Lo g (@) Ly (g(a;)))+ ... o8t uni-
formément convergente pour we(a, b) et la série N (y) = »x~'+x2L,(y) -
+ 273 L, (y) Ly (h(y)) + %~ Ly (y) Ly (k (4)) Ly (g(k (9))) + ... est uniformément
convergente pour ye{c,d>. Les sommes de ces séries sont donc des fonc-
tions continues. On vérifie facilement qu’elles satisfont aux inégalités
(33) et (35), ainsi qu'aux équations L,(z)N(g(z)) = »M(x)—1 et
L,(y)M (h(y)) = xN(y)—1; les inégalités (34) et (36) sont donc véri-
fiées et la démonstration est achevée.
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Lemme 3. Les hypothéses étant celles du théoreme 1, sotent A(x,y),

A.(x,y)y, Ada(2,y), A (z,y) et A,(x,u) des fonctions continues et non
négatives pour (z,y)eR, telles que
v
MA@, y) < Jw(zj @, )+ Ay (@, 0)+ Ay(@, v)ldv + K- A(z, g(2))-
9(T)
/ - Ly(@)- As(a, g @),
(38)
Aa(@yy) < [ (A, y)+ A, y) -+ Agu, y)du| - K- A(h(y), y)-+
h)

“ Ly(y)- A, (h(y), y)
pour tout point (x,y)eR et que
— (&9)
(39) A@,9) < [ 4@, y)da|+ Ay(s, y)idy|

(0,0)
pour tout point (r,y)eR et tout chemin dintégration rectifiable contenu
dans le rectangle R.

Posons
(40) M = maxM(z), N = maxN(y),A = (1—=x) "4Kmax(M, N)-+1
agz<h cy<d
ot
Dy(t) = max (AM(a)) 'e "N A (2, y),
(z,V)eR~8y
Dy(t) = max (AN (y)'e "N Ay (z, y),
(z,v)eR~Sy
D,(t) = max (AM(z))'e YV A, (2, y),
(ZU)eRnS‘

Dy(t) = max (AN(y)) ‘e ¥V 4 (z,y),

(z.V)eR~ 8y
D(t) = Dy(t)+Dy(t), D(t) = Dy(8)+ Dy(t).
Dans ces conditions, les fonctions D(t) et ﬁ(t) sont conlinues, non néga-
tives ot non décroissantes pour te0, |oo) el satisfont & Dinégalité

(41) D) < 2fw(gD(r))er—§(1—l—x)D(t) pour ted0, +o0),

ol

o = (A+1)-max (M, N)-max ",
(z,V)eR



Application de la méthode des approximations successives 0

Démonstration. Le fait que les fonctions D,, D,, D,, D;, D et D
sont continues, non négatives et non décroissantes résulte de ce que les
fonctions A4, 4,, 4,4, A,, 4, et t(x,y) sont continues et non négatives
dans le rectangle R et de (16) et (18). Comme, d’aprés (20), (x, y) €Sz,
on obtient, en vertu de la définition des fonctions D, et D, 4,(x,y) <
< AM(2)e"“V D, (t(z, y)) et  Ay(w,y) < AN (y)e'“P D, (i(z,y)) pour
(z,y)eR, d’0ol, en tenant compte de (39), il résulte d’aprés le lemme 1
que A(x,y) < max(M, N)D(t(z, y))e*™” pour (z,y)eR. Par consé-
quent, comme la fonction o est non décroissante, on a, a cause de (38),

Az, ) < fw(gpu(m,v)))dv; +Kmax(M,N)D(t(w,g(w)))o“‘"”"n ,

o(z)
- L,(x)AN (g(w))omr.a(znl)’ww’ g(a:))),

d’ol, en tenant compte de (26), (28), (29) et (34) et du fait que les fone-
tions D et I), sont non décroissantes, on tire
e )
A, y) < | w(eD(r))dr+Kmax(M, N)e““ D(t(z, y)) -
xAM (x)6“™Y Dy(t(z, v))
et, a cause de (33),
Y,v)
(AM (@) e M Ay(2,9) < [ w(eD(v))dr+ i 'Kmax(M,N)D(t(z,y))+
0
- xDy(t(z, y))
pour (z,y)ekR.

En tenant compte du (20) et du fait que les fonctions I} et D, sont
non décroissantes, il s’ensuit que
¢
D, (1) gfw(gl)(r))dmr‘Kmax(M,N)D(t)+x1),(t) pour tel0, -oo).

0

De méme

i
D,(t) < [w(eD(v))dr+ A~ Kmax (M, N)D(t)+ xDy(t) pour te0, 4oc.

Comme A 'Kmax(M,N) < }(1—x) en vertu de la définition du nom-
bre 1, en ajoutant membre 4 membre les deux derniéres inégalités on
obtient enfin l'inégalité (41).
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Lemme 4. Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme 1 ou bien
celles dw théoréme 3. Il existe alors ume constante C = 0 telle que pour
wela,b>, yele,d> et 2,p,qeE quelconques on a les inégalités

If(z,y,2,p, Ol <C-(1+2ll+ lipli+ llglD,
Gz, 2, Il < C-(1+|l2ll)+ Ly (2) gl
H(y,z, p)l <C-(1+|2ll)+Lg(y):lIpl.

En effet, avec les hypothéses du théoréme 1 et en prenant C > w(1) -
I ma.x”j(:v, y,0,0,0)|, on déduit de (6) et de ’hypothése que la fonction
R

w est non décroissante,

(g v 2, P, OIS |If(=,y,0,0,0)+

R u i k { k—1 k—1 E—1 \
7'&%}”‘“’7’/7_%-?71‘%9’ fiz,y, " a__7’7_‘—4)\

1
<If(@,%,0,0,0)+new (ﬂ (ll=ll + llpll+ II(III)) <

< lf(z, y, 0,0, 0)[|+ (L + [zl + lipl + ligll) 0 (1) <
<C-(1+ e+ lpl+llgh, ou  n=[1+Il+lpl+lql].

Dans les autres cas les limitations sont analogues.

Lemme 5. Supposons vérifiées les hypothéses du théoréme 1 ou bien
celles du théoreme 3. Soit C la constante dont il est question dans le lemme 4,
et p un nombre satisfaisant a Dinégalité

(42) i = (1— %) C{3(M - N)+ 2|2+ 2} +1.

Soient encore deux fonctions p(x,y) et q(x,y) a valeurs dans Despace E,
continues dans le rectangle R, telles que Vintégrale [pds--qdy ne dépende
pas du chemin d'intégration, celui-ci étant une courbe arbitraire rectifiable
contenue dans le rectangle R, et que Uon ait

@, Y < pM (@) et |g(x, y)| < pN ()" pour (z,y)eR.

Enfin, soit z(x,y) une fonction & valeurs dans lespace E, continue
dans le rectangle R, telle que

lz(x, y)|| < 120+ (M 4 N)e“®Y) pour (v, y)eR.
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Posons
)

i’(ma y) = ff(a:,v,z(a:,v),p(a;,v), Q(wvv))d” 4-()‘(:17,2(37, g(a’)”Q(w’g(m)”’

"z)
(43)
x

Q@) = [ flw,y,200,9),p(u,9),q,y)du+H(y,z(h(4),9),p (hy)9)
h(v)

pour (z,y)eR et
(=,v)

(44) i@y y) =22+ [ pdvigdy.
(0,0

Dans ces conditions, on a les inégalités
1P @, Y| < uM (@)™ | (z,y) ||< uN(y)e™ o
(45)
2 (@, Yl < [I%+ (M + N)e““"  pour  (z,y)eR.
Démonstration. En vertu du lemme 4 on a

v
B@, 0l < | [ C(1 [0+ (M+ N)(L+ w)e ™) do + C-(1+ 9]+

9(z)
| (M AN “EOD) 4 Ly () uN (g (@) 50,
done, d’aprés (26), (28), (29), (33), (34), puisque ux > 1 par définition,
1B (2y 9| < C:(1+1[2% 4+ 2( M -+ N)) """ 4 €+ (1+ |20 + (M 4 N)) 6
L opu M (2) @Y < (1 — %) eV - xu M (x) TN < M (@) e
et la premiére inégalité (45) est ainsi établie. L.a démonstration de la

seconde est analogue. La troisitme résulte des denx premiéres moyen-
nant le lemme 1.

3. Démonstration du théoreme 1.

1° Considérons ’espace # de tous les couples (p(a;,y),q(a;,y)) de
fonctions a valeurs dans l'espace E, continues dans le rectangle R et
telles que l'intégrale curviligne [pdx |-gdy ne dépende pas du chemin
d’intégration, celui-ci étant une courbe quelconque rectifiable contenue
dans le rectangle R. T.’espace .# est un espace de Banach relativement
a la norme

(p, 9lly = max(lp(z, y)lg - g2, y)ig).
(r.¥)eR
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Désignons par F la transformation de ’espace # qui fait correspondre
au couple de fonctions (p,q)e.# le couple (p, ¢) de fonctions définies par
les formules

v

playy) = [flo,v,2(2,v), p@,0),q@,v)dr- G2, 2(z, g(2)), gle, g(a))),

ey

Q@ y) = [flu,v,2(u, y),p(u,y),q(u,;u))du*fl(y,z{h(y),y),p(h(y),:u)),
Aw)
ol
(r,v)

z(x,y) = 2%+ rrpdrzn‘—qdy.

0,0

Comme 0p (2, y)(dy = 94 (z, y)/0x = f(z,y, z(z, ¥), p(x,¥), ¢(=, ), Vin-
tégrale [pdxz--qdy ne dépend pas du chemin d’intégration et, par suite,

la transformation F transforme l’espace .# en lui-méme.
(z,v)
Si F(p,q) = (p,q), la fonction z(w,y) = 2°+ [pdx |- qdy est une
(0,0)

solution du probléme (S) et, inversement, si z(x, y) est une solution du
probléeme (S) et si (p,q) = (0z/dx, 02/dy), on a (p,q)ef et F(p,q) =
= (p, q). Pour démontrer le théoréme 1 il faudra donc prouver que dans
I’espace .# il existe exactement un point fixe par rapport & la transfor-
mation F.

2° La transformation ¥ étant continue dans espace ., d’apreés (4)
et (6), il suffit pour cela de montrer que pour deux couples arbitraires de
fonctions (p,, g5) et (Do, §o) les suites de couples (p,, q,) et (Pn, qa), 7 =
=0,1,..., définies par les formules (p,,, ¢,) = F(p,_1y gu_1) t (., €s) =
= F(Pn_1,qs_1), convergent dans 'espace # vers la méme limite, ce
qui équivaut a 1’égalité

(46) Um |(Pm—Par n—0a)ly = 0.

9 Mp00

3° Considérons deux couples quelconques de fonctions (pg, go)ef
et (Do, go)e.#. Soit ¢ un nombre vérifiant P'inégalité (42), tel que

1Da(@, Mgy 1Pol@, WllE < uM (z)e Y
ot

Igo(@, W)liey I§o(2, ¥)ig < uN (y)e =Y
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pour (z, y)eR. Alors il résulte du lemme 4 que

(1) 1Pu (@, W)lzy |1Pol@, ¥)lx < p M (@),
P I- ) "
|gn (@, gy lga(z, ¥)lk < F‘N(‘y)eﬂ“ il

pour (z,y)eR et n — 0,1,2,...

Posons
DO (t) = max (AM (x)) ‘e *“N|p, (2, y) —Pu(, ¥)lle,
(x,1)eR~Sy
(48) DR, (1) = .max (AN (y)) ' g, (2, ¥) —qn (2, ¥)lx,
(I,V)GRAS‘

Dy (t) = DO (2) + DS (2)

pour m,n = 0,1,2,... et te(0, +o00), ot M(z) et N(y) sont les fonc-
tions qui interviennent dans le lemme 2 et A est le nombre défini par la
formule (40). D’aprés (16), (18), (33) et (35), les fonctions D,,,(t) sont
non négatives, continues et non décroissantes et elles satisfont, & cause
de (40) et (47), & linégalité

Dna(t) < 4’)“6““9
ol y

t* = maxt(z,y)
(z,m)eR

Les fonetionx

Dy(2) =:,1l|l£kbmn(‘)’ k=o0,1,...,
sont done non décroissantes, satisfont aux inégalités
(49) 0 < Dy(t) < 4pe”*

et forment une suite non croissante dans 'intervalle 0 <t < | oo. Done
la limite
D(t) = lim D, ()
k-»00
existe et cette limite est une fonetion non négative et non décroissante
dans lintervalle 0 <t < 4-o00.
Comme, en vertu de (16) et (48),

"(pm —ﬁm Q:n_én)“.‘ < lmax(M, N)ou‘ Dmn(t.)a

pour établir I'égalité (46) et ainsi achever la démonstration du théoréme 1,
il suffit de prouver que

(H0) D(t) = 0 pour te 0, ~o00).
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1© D'aprés (4) et (6), les fonctions A, = [P (@, ¥)—pn(@, ¥k,

(@) @)
Ay = lgn (@ W) —Gn@  Wlgs A4 = | pude+ gndy— fﬁndm+q,,‘dy,|m,
©.0) (0.0)

-11 = ”pm+l(m’ y)_irwl(‘v’y)HE et‘ az T ”q»:-;-l(w’ ?/)—'én-pl(w’y)llll satisfont,
pour tout m =0,1,2,... et tout » = 0,1,2,..., aux inégalités (38)
et (39); done, en vertu du lemme 3,

t
(51) Drisnia(t) <2 [ 0(eDma () A7+ 4(1 - %) Dy (1)

pour m,n = 0,1,... et te(0, o00).
Comme la fonetion « est non décroissante, on obtient, en vertu de
(51),
t
Dy (8) < 2f(o(gl)k(r))dtﬁ-§(l—f %) Di(t) pour k =0,1,2, ...
0

ot Le 0, +o00);

la fonction « étant continue, il s’ensuit, en vertu de (49) et du théoréme
de Lebesgue sur l’intégration terme a terme, que

[/
(52) D(t) < [@(D(r))dr  pour tec0, - oo),

0

"
¢(8) = Fas w(gd).
4

5° Puisque, d’aprés (33), (35) et (40), on & o >0 et que » < 1, on
voit, en tenant compte des propriétés analogues de la fonction w, que
la fonction ¢ est continue et non décroissante pour de < 0, -+ oo), ¢(0) = 0
et ¢(4) >0 pour 4 > 0 et que, en vertu de (7), on a
(53) - du
' A

La fonction
]
D) = f(p(D(r)jdr

est continue pour te 0, |-oco) et, d'aprés (52), elle satisfait & 1'iné-
galité

(64) D(t) < D(t),
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d’on il résulte, puisque la fonction ¢ est non décroissante, que

t
(65) 0 <D < _"tp(f)(r))dr pour te(0, +oo).

La fonction D(t) étant continue, il découle de l'inégalité (55), en vertu
d’un théoréme de M. Z. Opial [11], p. 200, que D(t) < w(t), ol u(t) est
lintégrale supérieure de ’équation u' = @(u) qui satisfait & la condition
u(0) = 0. A cause de (53) on a wu(f) = 0, donc aussi D(t) = 0 pour
te(0, +oo). Par conséquent on a, d’apres (54), D(¢) = 0 pour te(0, 4 oo)
et la démonstration est ainsi achevée.

4. Démonstration du théoreme 2.

1° Soit E, I'espace de Banach de toutes les suites u = {u,}, 4, ,u,eE,
telles que lim |[u, — gz = 0, muni de la norme |[ug, = sup |[u,|lz. Consi-
n=o,l...

n—00

dérons les fonctions f,G et H définies pour (v, y)eR et z,p, qeE, par
les formules

(55) J@,y,2,p,9) = {f (@,9,%n Pny G)ln-op,...s
G(0,2,q) = |Gu(Ty2nyqa)ln—op,..  H(Y,2,p) = {Hn (Y520 Padln-on,...s
ol
g - {zn}n=o,1,...1 P {va}n-o,l,... et ¢q= {Qn}n-o,l,...-

2° Les fonctions (55) admettent leurs valeurs dans l'espace E, et
vérifient dans cet espace les hypothéses du théoréme 1. Nous allons le
prouver pour la fonction f.

Comme, en vertu de (9),

Ifa(®s Yy Zny Py @) —Fo(Z5 Y 5 20y Poy q)lle < o(ll2n—2llg + |Pn—Dollz+
+ lgn— Qollg) + Ifn (@ ¥y 20y Pos 9o) — fo(®, Y, 20y Doy Q)lEY

on voit, d’aprés (8), que les conditions |z,—z2le — 0, lpn—Dolle — O et
lign— Qolle = O entrainent ||f, (2, ¥, Zn, Pn, Qn)"‘fo(a% Yy Zoy Pos Qo) |l = 0 et
par suite, les valeurs de la fonction f définie par la formule (5) appartien-
nent & l’espace E,.

Si z,p,qeE,, 2= {#aln-0y,...s P = {Pn}n:-o,l,...’ 4 = {@nln-oy,...s
(@ s Ym)eR pour m = 0,1,... ot 8i &, —> T et Y, — Yo, OL obtient, en
tenant compte de (9), pour tout N =1,2,...,

If (@ y Yy 2y Py @) —F (D03 Yoy 25 Py 9lg, < max(R,, R, +R,),

Annales t. XIV, 1960
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ol
R, = {I;axN“fn(a’m y Yms Zny Pny @n) —Ju(Zos Yoy Zny Pny @a)lEy
n=12,..,
R, = 2‘”( sup (/120 — 20lle + [P — Pollr + [lgn— 90”)7.‘)) ’
N=N4+1,N42,...
R, = sup lfa(@m s Yms 20y Pos Go) — Fn(Zos Yoy 20y Poy Qo)IE-
n=N+1,N+2,...
Les fonctions f, étant continues dans l’espace E, on a lim R, = 0 pour

=00

tout N fixé et, d’aprés (8), imR; = 0. Comme z,p, qeE,, on a aussi

m N-soc

lim R, = 0. Cela prouve que im||f (2, Y 2, Py 4) —f(%oy Yas 25 P ¢)ll£, = 0,

Nooo m-»00

done la fonction f définie par la formule (55) est continue par rapport
au couple de variables (z,y). Satisfaisant évidemment & la condition
(6) par rapport a la norme || ||z, elle est aussi continue par rapport & ’en-
semble de toutes les variables.

Ainsi, la fonction f définie par la formule (55), considérée comme fone-
tion & valeurs dans E,, satisfait aux hypothéses du théoréme 1. Il en
est de méme des fonctions G et 1L définies par cette formule.

3° En vertu du théoréme 1 il existe (exactement) une fonction z(z, y)
4 valeurs dans E,, de classe C* sur R par rapport & la norme || g,y qui
satisfait & 1'équation (1) et aux conditions (2) pour 2° = {2n},_,, . et pour
les fonctions (55). Les fonctions z,(z, y), & valeurs dans E, de classe C™
sur R par rapport a la norme | ||g, définies par la formule z(z,y)=
= {2a(®, ¥)}n_0... , satisfont aux équations (10) et aux conditions (11).
Done, 'unicité des solutions des équations (10) étant assurée par le thé-
oréeme 1, on doit avoir z(r,y) = {2,(T, ¥)}n_o,,.. . Comme le fonction
z(z,y) est 4 valeurs dans ’espace E, et de classe C*, il en résulte que

(56)  |l2n— 2olle+ (1024 /07 — 02 [0|| 1+ |[02n |0y — 02/ 0y ||E 1 ||0*20 |00y —

— 0%, /020y - O
pour n — oo et pour tout (z,y)eR fixé. La continuit¢ des fonctions
%z, 0z/0x, 02/0y, 0% |0xdy par rapport i la norme | |g, entraine 1’équi-
continuité sur R des fonctions 2,, 0zg/0z, 02,/dy, 0%2,[/0zdy, n = 0,1, ...,
par rapport 4 la norme | ||z, d’ou il résulte que la convergence (56) est
uniforme sur R, c’est-i-dire que 1'égalité (12) est bien vérifiée.

5. Démonstration du théoréeme 3.

1° Désignons par ¥ ’espace de Banach des fonctions z(x, y) & valeurs
dans FE, continues dans le rectangle R, muni de la norme |z|jec =
= max [|2(@, y)|lg. Soit W C € l’ensemble des fonctions z(z, y) qui satis-
R
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font & linégalité |[z(z, y)|g < |2%g+ (M + N)e"“Y) pour (z,y)eR, o M
et N sont définis par les formules (40) et u satisfait & 1'inégalité (42).
L’ensemble W est fermé et convexe dans l'espace €.

2° Désignons par 7' une transformation qui fait correspondre i la
fonction 2z*¢W la fonction z¢¥, définie univoquement en vertu du thé-
oréme 1, qui est la solution du probléme suivant:

0%z [0z0y = f(m) ¥,2"(z,y), 02/0z, az/ay) pour (z,y)eR,
0z/|0z =G(m,z*(w,g(m)),0z/6y) pour zela, by, y = g(z),
0z/0y = H(y,2"(h(v), ), 0z/0z)  pour yelc,d,x = h(y),

z2(x0, y°) = 2°.

(87)

En vertu du théoréme 2 la transformation T est continue.
3° La transformation T transforme 1’ensemble W en un sous-ensemble
compact de cet ensemble. En effet, si p,e %, goe€, ||po(@,y)|r<puM (z)eV
et [lgo(z, ¥)z < uN(y)e"™ pour (z,y)eR, alors, en vertu du lemme 5,
les fonctions p,, ¢. et z,, » = 1,2,..., définies par les formules
v

Pa1(Z,y) = J f(m, v, z.(mv )y Pn(@,y 0), qu(z, v))dv+
o()

+G(w, 2" (-’”, g(fv)), q"(m9 g(m)))’

x

(T, y) = ff(“) Y, z‘('“” Y)y Pnlw,y ¥)y qu(2, ?/))du’{'

hw)
+H (y, z* (h(?/), y), Pn(h(.'/)y ?/))’

@)
(@, y) =2°+ | padaetgady

(0,0)

satisfont aux inégalités

Pl Y)lle < uM (@)Y, |igu(z, Y)ie < N @), |2a(@) Yz < |2°le+
1 (M+N)e“e(z, y)eRyn =1,2,...

De la démonstration du théoréme 1 il s’ensuit que I’on a, pour la fonction
z qui est solution du probléme (57), les égalités z = limz,, 9z/0z = limp,,
02/0y = limg,. Donc T(W)C W,, ou W, désigne I’ensemble des fone-
tions ze¥ telles que
(68)  lz(z, y)lx < |%le+ (M +N)e“™N, |0z(z, y)/0a|r <

< pM(2)e"™Y, 02(x, y)[0yllg < uN (y)e“™?.
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Nous avons W, C W et, d’aprés (58), les fonctions z(z, y)eW, sont
bornées dans leur ensemble et équicontinues sur R 2u sens de la norme
|| llz. Par conséquent, comme F est un espace a un nombre fini de dimen-
gions, ’ensemble W, est, en vertu du théoréme d’Arzela, compact dans
l’egpace €.

4° Comme W est un ensemble fermé et convexe dans un espace de
Banach et la transformation continue 7' transforme W en un sous-en-
semble compact de W, on conclut, en vertu d'un lemme de Mazur [10]
relatif au sur-ensemble convexe minimal et en vertu du théoréme du
point fixe de Schauder [12], qu’il existe une fonction ze¢ W telle que
Tz = 2. Cette fonction z est la solution du probléme (S).
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Streszczenie

W pracy niniejszej z2jmujemy si¢ istnieniem, jednoznacznofcia i cia-
gla zaleznoScia od warunkéw poczatkowych rozwigzan rownania

(1) 0’2/0x0y = f(x,y, 2, 02(0x, 02/dy).

Rozwazania dotycza podaenego przez Zofie Szmydt [13] uogdlnienia
zadania Goursata 1 majy przebieg nestepujacy:

1° Dla réwnania (1) rozweazenego w zakresie funkeji o wartoéciach
z dowolnej przestrzeni Banacha metoda kolejnych przyblizern dowodzimy
istnienia i jednoznacznosci rozwigzen, przy czym zekladamy, ze wyste-
pujaca po prawej stronie réwnania (1) funkeja ciagla f(z,v,2,p,q)
spelnia ze wzgledu na zmionne 2, p i ¢ warunek Osgooda (6)-(7). Metoda
dowodu zbiezno$ci kolejnych przyblizen jest taka sama, jek w nocie sutora
[8] i podpada pod abstrakcyjny schemat podany przez T. Wazewskiego
[14].

2° Rozweazajac réwnanie (1) w zakresie funkeji o wartosciach z odpo-
wiedniej przestrzeni ciagéw zbieznych, joko wniosek z twierdzenia
o istnieniu i jednoznacznofci rozwigzen otrzymujemy twierdzenie o cig-
glej zalezno$ci rozwigzan od warunkéw poczatkowych i prawej strony
réwnania.

3° Dla réwnania (1) rozwazenego w zckresie funkeji o warto$ciach
z przestrzeni n-wymiarowej dowodzimy twierdzenie o istnieniu roz-
wigzan przy zzlozeniu, ze funkeja f(x, y, 2, p, q) spelnia warunek Osgooda
ze wzgledu na zmienne p i q. Korzystajac z eleganckiego pomysiu C. Cili-
berto [1], dowéd uzyskujemy za pomoca twierdzenia Schaudera o punkcie
stalym, opierajac sie na twierdzeniach udowodnionych w etapach 1° i 2°

Peslome

B aroit paGore MBI 3aHMMaeMcs CylIECTBOBaHUEM, OXHO3HAYHOCTBHIO
i HeIPEpLIBHOCTBIO 3ABHCUMOCTH OT HAYaJIbHBIX YCJIOBMil pelieHMH ypa-
BHEHUA

(1) 0*z|0xdy = f(=, vy, 2z, 02|00z, 0z[0y).
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Paccyxnenus otHocATca K nanHomy Cogumeit HImbint [13] o6o6iueHuo
3agaun I'ypca M uMMelOT cienxylomuit Xon:

1° qaa ypaBHenusa (1), paccmarpuBaemMoro B obGiaactu QyHKUMA co
3HaYeHUsAMU U3 IPOM3BOJILHOTO IpocTpaHcTBa banaxa, mokasbiBaem
METOXOM ITOC/IEOBATEIbHBIX MPHOJINHKEHHIE CyllecTBOBaHWEe M OXHO3HAY-
HOCTb PeLleHMif, MpuYeM IoJiaraeM, YTo BHICTYNAIOWAA C IPABOil CTOPOHBI
ypaBHeuusa (1) HenpepbiBHaa (QyHkuua f(z,y,z,p,q) UCIOJIHAET OTHO-
CHTEJIbHO MMepeMeHHBIX 2, p M ¢ ycimoBua Ocrynxa (6)-(7). Metox mokasa-
TeJIbCTBA CXOIMMOCTH II0CJIE€XOBATeNIbHBIX IPUOIMKEHUI TOT iKe, Kak
B 3aMeTKe aBTOpa [8], M MOAXOXMT MOJ aGCTPAKTHYI0 CXeMYy, HaHHYIO
T. BaikeBckum [14].

2° PaccmarpuBas ypaBHeHHe (1) B oGiacTH QYHKUMIL €O 3HAYEHMAMH
U3 MOAXONALIEro MPOCTPAHCTBA CXOAALIMXCA PAXOB, IoJy4YaeM, Kak
CJIEICTBHE U3 TEOPEMbI CYLLECTBOBAHUA M OTHO3HAYHOCTH PeLIEHHt, TeopeMy
0 HENpephIBHOCTH 3aBUCHMMOCTH PpelleHWid OT HAYalbHBIX YCJIOBHH M OT
MpaBoif CTOPOHBl YPaBHEHMA.

3° Ina ypaBHenusa (1) paccmaTpuBaeMoro B oGJacTM QYHKUMA coO
3HAaYEeHMAMM M3 7-MePHOro IPOCTPAHCTBA, NOKAa3blBaeM TeOpPEMY O CYlle-
CTBOBAHMY peLIeHMt NMPU TPeNOJIoHKeHuHu, yro GyHkuma f(z,y, z, p, q)
ucrnoaHsAer yciaoBusa Ocryfga OTHOCHUTENIbHO MepeMeHHhX p u q. Iloasb-
3yAch u3AwWHoIi upeeit K. Yunubepro [1], mosryyaeM pgoKasaTellbCTBO
¢ momoublo TeopeMmul lllaymepa o HemojaBMiKHON TouykKe, omupadAch Ha
TeopeMax, MOKAa3aHHHIX Ha 3Tamax 1° u 2°



