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1. Introduction

Noit /" un circuit simple plan et convexe au sens large, c’est-a-dire
pouvant contenir des segments de droite.

Par ¥Y(I', k) nous désignerons, pour ke<0, 1,, ’ensemble de toutes
les cordes de ’ovale I" qui divisent son aire dans le rapport k, par é6(I", k) —
le maximum des longueurs de telles cordes et par y(I", k) le sous-ensemble
formé des cordes de longueur (I, k) et appartenant a ¥(I', k). Dans le
cas particulier ¥ = 0 I’ensemble ¥(I', 0), qui peut étre vide, se compose
de tous les segments de droite contenus dans le contour I

L’un des auteurs a montré autrefois que le rapport 4(I", 1): D, ou D
est le diametre de I, reste toujours supérieur & 3/4, la limitation étant
précise. Nous nous proposons maintenant de généraliser ce théoréme pour
d’autres valeurs du parameétre k, en appliquant une méthode semblable
a celle qui a déja été utilisée dans la note [1]. Il se montrera que cette
méthode ne conduira a des limitations précises que dans certains cas
(Théorémes 3 et 3). Dans les autres cas, nous devrons nous contenter d’un
procédé indirect, assez grossier, qui permettra encore d’obtenir certaines
limitations du rapport en question, mais pas précises (Théorémes 6 et 7).
D’autre pert, dens la méthode dont nous allons nous servir, le fait que
le dénominateur du quotient &(I°, k): D est le diameétre de 'ovale I" n’est
pas essentiel et on peut remplacer I par la longueur d d'une quelconque
des cordes qui devra pourtant étre supposée fixée. Ce qui est important,
¢’est le rapport ¢ dans lequel cette corde divise 1'aire de I'ovale considéré;
le cas o = 0 est le plus simple, (Théoréme 1), les autres, ae(0, 15, seront
ramenés i ce cas particulier (Théorémes 2-6).
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2. Quelques lemmes

Dans la suite nous utiliserons les notations suivantes:

(AB; segment de droite fermé, d’extrémités A et B;
(AB) le méme segment sans extrémités;
(A*B) arc fermé d’extrémités A et B;

(A*BCD+*E+*FG, ligne formée des arcs (A+B), (D+*E) et (F+F), et des
segments de droite (BC), (CD) et (FG);

ABC triangle de sommets 4, B et C;

[AB] longueur du segment (AB);

|ABC} aire du triangle ABC;

{A+BC+DE}) aire du domaine limité par la ligne A+BC+«DE)> et
segment (AE);

{ry aire de l'ovale I';

LLemme 1. Soient I et m deux demi-droites distinctes, mais de sommet O
commun, et goit donnée une constante a > 0. Le point P ++ O étant situé
sur Dune des demi-droites données, désignons par P’ un point sur Vautre
demi-droite tel que Uaire du triangle OPP' soil égale & a.

Cela étant, si chacun des points X et Y est situé sur Vune quelconque
des demi-droites 1 ou m, 8t X # 0, [0Y] >[0X] et 3¢ [0Y] >[0X']
alors [XX'] < [YY']

En effet, supposons que [OX] > [0Y], sinon, il suffirait d’interchanger
les roles des points X et X’'. Les triangles YX'Y' et YX'X ayant évi-
demment des aires égales, les droites Y X' et X Y’ sont paralleles. D’autre
part, <« X'YO < X X'X0 <X XX'O0< < YX'O et si 'on déplace le
point X sur la droite Y'X dans une nouvelle position X* telle que 1’on
ait X X'YX*= << YX'Y,onaura S X'X'Y = YV X*'<xX'Y'X"
< X X'XX* don (A'X]<[X'X*]=[YY']

l.,emme 2. Etant donné un nombre ke(0,1, et un triangle équilatéral
T = ABC, dans lequel [AB] > [BC] = [CA], nous admettons que le point
Ape(BC) et [BAR]:[ApC] = k, le point Ace(BC) et [CAg):[AcB] = k,
le point Boe(CA) et [CBgl:[BecA] =k ete. Alors Densemble (T, k) se
compose des deux cordes (AAp) et (BB,).

En effet, il est bien évident, en vertu du lemme 1, que l’ensemble
w(T, k) est contenu dans l’ensemble des six cordes (AAg), (AAs), ...,
(CCpg). Puisque [AB] > [BC], on a, d’aprés le lemme 1, [CC ] < [A4.],
et pareillement [CCp] < [BB;]. Désignons par § le milieu du segment
¢BC), évidemment & ASC < < ASB, A’o0 [AA;] < [AAp], car [S4,] =
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= [SAg]), et pareillement [BB;] < [BB,]. Done u(T,k) ne contient
que les deux cordes (AAy> et (BB,).

Lemme 3. 8i, dans un triangle ABC, on a [AC] = [BC), De(BC)
et [AD]:[AB) =1—p/(2p+2), okt 0 < p <1, alors {ABD}:{ACD} > p.

En effet, admettons que L, Me(ADB), [AM] = [MB], [AL):[AB] =
= 1—p/(2p--2), Ne(BC) et la droite LN est perpendiculaire & la droite
AB. 11 s’ensuit que {ABD}:{ADC} > {ABN}:{ANC} = [BL]:[LM] = p.

Lemme 4. Si, dans un triangle ABC, on a De(BC), E¢(AC), [AD] =
= [BE]1=[1—p/(2p1-2)]1[AB], ot 0 < p <1, alors |{ABD)}+{BAE)} >
> p({ADC| -+ {BEC}).

in effet, supposons que les points B et C soient situés du méme coté
de I'axe de symétrie m du segment (AB) et désignons par €’ et C'' les
points d’intersection de cet axe m avec les droites AC et BC respecti-
vement. D’aprés le lemme 3, nous aurons {ADB} - {BAE} > k({ADC"}-
F{BEC'}) = k({ADC) -+ {ACC"} - {BEC’}) = k({ADC) -+ {BEC}).

3. Cas o =0

Théoreme 1. Soient I' un circuit convere composé dun arc (AsB)
et le segment de droite (AB) joignant ses extrémités. Supposons, en outre,
que chacune des cordes (AU) et {BV), o Ue(A*B) et Ve(A+B), divise
Paire limitée par I' dans le rapport p, 0 < p < 1, de telle fagon que les
{AUsB} et |\BV*A} ne surpassent pas (1/2)|A«B). Enfin, posons s, =

- 1—p/(2p--2).

Dans ces hypothéses [AU):[AB] > 8, ou bhien [BV]:[AB] > s,.

Démonstration. Admettons que 0 < p <1 et soit /) le dernier
point sur ’arec (4*B), dans la direction de A & B, tel que [AD]:[AB] = s,
et F le premier tel que [BE]:[AB] = s,.

Considérons d’abord le cas ol le point K préceéde le point ) sur Pare
(A*B>. 1l est clair que le point d’intersection C des droites AE et BD
est situé au deli du contour I” ou bien sur ’'arc (A*B). Or, si le théoréme
en question n’était pas vrai, les points U et V devraient appartenir res-
pectivement. aux portions (A+D> et (E*B> de Dlarec (A*B)> et nous
aurions en vertu du lemme 4:

{AU*B) |- {BV*A) = p({AsU} - [BsV}) < p({A=D} |- | B*E})
< p({4+E} -+ {B+D}+ |ACD} + {BCE}) <

< p({A*E) + |B*D})4-{ADB)+ {BEA)} <

< {AD+*B} +|BE+A} <{|AU+B}{-{BV+«A}

ce qui est imposible.

Annales t. XIV. 19680 4



50 A. Bielecki et K. Radziszewski

Dans le cas8 ou le point E suit le point D sur I’are (A+B), dans la direc-
tion de A a4 B, ou bien si ¥ = D, il suffit évidlemment de montrer que
les relations Ue(A+D) ot Ve(B+E) ne peuvent pas étre remplies simul-
tamément; en effet, s8’il en était ainsi, nous aurions

p({A*U) +{BsV}) = [AU+B)+ {BV+A) > |ADsB} | {BE+«A} >
> (AsU}+ (B+V)

contrairement 4 I’hypothése que p < 1.
Nous avons ainsi achevé la démonstration du théoréme 1.

L’exemple suivant montre que, dans 1’énoncé de ce théoréme, le
nombre 8, = 1—p/(2p-+ 2) ne peut pas étre remplacé¢ par un nombre
plus grand.

Exemple 1. Soit T = ABC un triangle équilatéral, [AB] > [BC] =
= [CA] et (CF) la hauteur menée du sommet C i la base (AB). Admet-
tons que h = [CF] et fixons arbitrairement un nombre pe(0,1). Or,
d’aprés le lemme 2, I’ensemble y(7,p) se compose de deux segments
égaux (AD) et (BE), ou De(BC), EFe{(CA) et [BD]:[DC] = [AE]:
:[EC] = p. Désignons par M la projection orthogonale du point D sur
la, base (AB) du triangle. Un calcul simple montre que [A M ]:[AB] = s,.
D’autre part, la longueur [AD] tend vers [AM] lorsque h — 0, la base
(AB) restant constante. Donc l'inégalité [AD]:[AB] > 8,+¢, ou ¢ >0,
est en défaut pour les valeurs de h suffisamment proches de zéro.

4. Cas o/(s +2)<k <1

Théoréeme 2. Supposons que la corde (AB) divise U'aire dun ovale I'
dans le rapport o, ou 0 < o <1, et désignons par {A+B) Uarc du contour
I' correspondant a la plus grande portion de ceite aire, c’est-a-dire tel que
Daire {A+B} soit non inférieur a la moitié de Daire de Vovale I'. Supposons,
en outre, que les points U et V appartiennent a Varc {A+B) et que chacune
des cordes (AU) et (BV) partage Daire limitée par la courbe I' dans le
rapport k, ot 0 < k < 1, de telle fagon que la portion contenant la corde
(AB) me soit pas plus grande que Uautre.

Dans ces hypothéses [AU]:[AB] >38 ow bien [BV]:[AB] >s&', ou
8’ =1—(k—oa)/(2k+ 2).

Démonstration. Nous constatons sens peine que chacune des cordes
(AU) et (BV) divise l'aire {A+B} dans le rapport p = (k—o0)/(1+0) < 1,
a savoir {AUsB}:{A+U} = {BV+A}:{B*V} =p, d’ol, en vertu du
théoréme 1, les inégalités demandées.

Le théoréme suivant en est une conséquence immédiate:
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Théoreme 3. Si une corde de longueur d divise Vaire d'un ovale I" dans
le rapport o et 81 0 < o < k <1, le quotient 6(I", k)/d reste toujours supé-
rieur a 8' = 1—(k—o)/(2k+2).

Exemple 2. Soit 4 = AOBC un deltoide convexe tel que [AC] =
= [BC] >[AO0] = [BO] et {ABO}:{ABC} =0, 0 <o <k <1. Il n’est
pas difficile de constater, en appliquant le lemmes 1 et 2, que, si le quo-
tient [OC]:[AB] est suffisamment petit, les cordes maximales (AD>
et (BE) divisant I’aire du triangle A BC dans le rapport p = (k— g)/(1+ o)
appartiennent en méme temps & ’ensemble y(4, k). Done, d’aprés 1’ar-
gument déji utilisé &4 propos de I’exemple 1, I'inégalité 4(4, k):[AB] >
>8 +e=1—p/(2p-+2)f|e& ot € >0, cesse d’étre vraie pour des del-
toides suffisamment aplatis dans la direction OC.

Ainsi, ’exemple montre bien que, dans 1’énoncé du théoréme 3, le
nombre 8 ne peut étre remplacé par aucun nombre supérieur.

Théoreme 4. Supposons que la corde (AB) divise Daire d'un ovale
I’ dans le rapport o, ou 0 < o < 1, et désignons par {(A+B) Parc du con-
tour I' correspondant & la moindre portion de Paire. Ensuite, supposons
que UelA*B), Ve(A*B) et que chacune des cordes (AU) et (BV) divise
Daire de Dovale I' dans le rapport k, ou o/(c+2) <k < o, c’est-a-dire que
les aires |A*U) et [B*V)} sont égales & k({I'}—{A*U}). Enfin admettons
que 8, = 1—(oc—k)/26(k+1). Alors [AU]:[AB] >s8, ou bien [BV]:
:[4B] >s,.

Démonstration. Admettons que p = (6—k)/k(c+1). On vérifie
sans peine que 0 < p <1, |AUsB}:{A+U} = [BVsA}:{BsV} = p et,
pour terminer la démonstration, il suffit d’appliquer-le théoréme 1.

Le théoréme suivant en résulte immédiatement.

Théoréme 5. Si une corde de longueur d divise aire d’un ovale I" dans
le rapport o et 8i 0 < o/(c4-2) <k <o =1, le quotient 5(I', k):[AB]
reste toujours supérieur a 8, = 1—(o—k)[20(k+1).

Nous allons encore equisser un exemple qui montre que, dans ce thé-
oréme, le nombre s, ne peut pas étre augmenté.

Exemple 3. Soit 4 = AOBC un deltoide tel que [AC] = [BC] <
< [40] = [BO], |{ABC}:{ABO} =0, 0<oc/(0+2)<k<o<1 et le
quotient »r = [0C]:[AB] est proche de zéro. D’aprés le lemme 1, I’ensemble
y(A4, k) contient deux segments (AD> et (BE), ou De(BC) et E¢(AC),
qui divisent 1’aire du triangle ABC dans le rapport p = (c—k)/k(o+1).
Par un raisonnement analogue au précédent, on peut facilement prouver
que linégalité 6(4,k):[AB] = [AD]:[AB] >s8,+¢ ou & >0, cesse
d’étre correcte pour les valeurs de r suffisamment petites.



92 A. Bielecki et K. Radziszewski

5. Cas k < a/(s-2)

Dans les cas (ue nous avons déja examinés, les limitations du produit
o(1', k) [d étaient précises, mais lorsque £ < ¢/(c +2) nous ne connaissons
pas de méthode qui conduise & des résultats aussi définitifs. Cependant,
on peut encore obtenir certains résultats provisoires et impréeis, en appli-
quant un procédé d’itération, basé sur le théoréme 1. Notamment on
peut démontrer le théoréme suivant:

Théoreme 6. Admettons que ce/0,1 et ke 0,1, que n est un entier
positif tel que

(1) 2" < o(k -1) k(o +1) 2"
et que
(2) gn = (3/4)" ' [1/2+ 2" *k(o +1)[o(k+1)].

Supposons en outre que {(AB) s0it une corde de Uovale I' divisant son aire
dans le rapport a.

Dans ces hypotheses, il existe une corde PR > de Dovale ', de longueur
[PR] > 8,[dB), divisant Daire limitée par I' dans le rapport k. Autrement
dit le quotient 6(1', k):[AB] > s,.

Démonstration. Nous allons appliquer le principe d’induction.
Dans le cas n = 1 les formules (1) et (2) prennent la forme 1 <o (k-

1) [k(o+1) <2, dolt c/(6+2) <k <o, ot 8 =1—(a—k)/20(k-+1),
et le théoreme 6 coincide, dans ce cas, avec le théoréeme 5.

Supposons maintenant que le théoréme 6 soit vrai pour un indice
n—L1. Nous allons prouver qu’il doit encore 1’étre pour l'indice ». Dans
ce but supposons que k soit un nombre satisfaisant aux inégalités (1)
et admettons que

(3) o =o[2" (e +1)—0a] ",
Comme (¢’ +1)/o’'(0 +1) = 2"! et que notre théoréeme ost supposé

vrai pour l'indice »—1, il existe une corde /PR’ de l'ovale I' divisant
son aire dans le rapport o' et telle que

(4) [PR]:[AB] > (3/4)""

¢f. (2) et (3). Mais o' (k-+-1)/k(¢’+1) = a(k+1)/2" 'k(c |- 1), done, d’apres
(1), 6'[(6'+2) <k < ¢ et, en vertu du théoréme 5, il existe une corde
(XY de lovale I' divisant son aire dans le rapport k et telle que
[XY]:[PR] >1—(0'—k)/20'(k+1) = 1/2+2" *k(o |-1)[o(k+ 1) d’0n, cf.
(2) et (4): [AY]:[AB] > 8,, donc le théoreme 6 subsiste pour l'indice »
pourvu qu’il goit vrai pour n—1, ce qui achéve la démonstration.
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Evidemment, la corde (4B, peut étre un diametre de 1'ovale consi-
déré. Donc nous obtenons, comme cas particulier du théoréme 6, le thé-
oréme suivant:

Théoréme T. 8i ADB) est un diamétre de Uovale I' qui divise son aire
dansg le rapport ce(0, 1) et 81 le nombre k satisfait awx inégalités (1), n étant
un entier positif, alors 6(1', k):[AB] > s,, oit 3, est lc nombre défini pae
a formule (2).
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Streszczenie

Jezeli jakad cigciwa o dlugosei d dzieli pole owalu plaskiego w sto-
sunku oe<0, 1) i jesli zachodzi a) 0 < ¢ <k <1 albo b) 0 < ¢/(c+2) -
<k <o <1, to wiréd cieciw dzielacych pole tego owalu w stosunku &
istnieje zawsze taka, ktorej dlugosé¢ jest wieksza niz a) 8'-d albo D) s,-d,
gdzie 8° = 1—(k—a)/(2k +-2), 8, = 1— (06 —k)/20(k+1), lecz dla pewnych
owali moze juz nie istnie¢ taka, ktorej dlugosé bylaby wieksza niz s-d,
gdzie a) 3 >s' albo odpowiednio b) s > s,. Jesli natomiast

o/[2"+ (2" —1)e] <k < o/[2" "+ (2" —1)0]

to wsrod cieciw dzielagcych pole owalu w stosunku k istnieje zawsze jakaé
o dlugoéci wiekszej niz

(3/4)" ' [1/24- 2" k(o--1)/o(k+1)]d

W tym jednakze przypadku problem mozliwie najlepszogo oszacowania
pozostaje jeszcze otwarty.

Pes3oMe

* Ecaum KakafA-HUGYJIL Xopja UIMHHOKW0 d IeIUT INIOWAUL INIOCKOro
0BaJa B OTHONIEHMN o, de(0,1) 1 eciiy umeeT MecTo a) 0 < g <k <1
WwiH B) 0 < of(c+2) <k <o <1 To cpegn XOpH, AEJAWMX I1LIOIMALDL
3TOr0 OBajla B OTHOLIEHHH k, CYILECTBYET Bcera Talafd, KOTOPO jLIIMHA
G6onbine, yem 8'-d wm 8,°d, rae 8 =1—(k—o)/(2k+2), s, =

= 1—(0—k)/20(k+1); HO IJA HEKOTOPBIX OBAJIOB MOKET YyiKe He cyile-



54 A. Bielecki et K. Radziszewski

CTBOBATh TaKaA XOp[Xa, KOTOPOif MiIMHA ObuIbl Obl Gosblue, yem 8-d, rie
a) 8 > 8', NJIU COOTBETCTBEHHO b) 8 = 8,.

Ecau e o/[2"+ (2" —1)0] < k < o/[2" '+ (2" '—1)0] TO cpenu xopnq,
HeNAWMX TUIOIAXEL OBajia B OTHONIEHUWM K, BCerga CYyLIeCTBYeT KaKasf-ToO
IJIMHOW GoJibule, YeM

(3/4)" ' [1/2+2"2k(0+1)/a(k+1)]d.

B arom ciyuyae, ogHako, mpoGiieMa BO3MOHHO JIyyilleif OLEHKH ocTa-
6éTCA elé OTKPHITOM.



