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Cas singulier du problème de Goursat pour l’équation hyperbolique
« = /(®, ÿ, z, p, q)

Osobliwy przypadek problemu Goursatu dla równania hiperbolicznego
« = ÿ. X, p, q)

Особый случай проблемы Гурса для гиперболического уравнения 
« = /(»> У, г, p, q)

Le problème de Goursat pour l’équation hyperbolique

(1)
d2z

dxdy
dz dz\

consiste à déterminer une fonction z(x, y) satisfaisant à l’équation (1) 
et admettant des valeurs données à l’avance le long de deux courbes 
rx: y = g (x) et I'y: x — h (y), issues d’un point du plan xy et n’ayant aucun 
autre point commun. A. Bielecki et J. Kisyriski [1] ont étudié le problème 
de Goursat pour l’équation dszldxdy = f(x, y), dans le cas où ces coubres 
ont au point commun une tangente commune. La plupart des résultats 
qu’ils ont obtenus ont été étendus par J. Kisynski [2 ] à l’équation géné
rale (1). Dans ce travail, nous étudions les cas particulièrement pénible, 
laissé de côté dans le travail [2], où les courbes rx et ry sont tangentes 
en leur point commun à la même caractéristique de l’équation (1); dans 
nos raisonnements nous suivrons les méthodes appliquées dans les tra
vaux [1] et [2].

1. Enoncés des théorèmes.

Admettons les hypothèses suivantes:
(//,) Les fonctions y = g(x) et x = h(y) sont continues et non décroissan

tes dans les intervalles et 0 < y <6 respectivement et elles
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y vérifient les inégalités 0 ^g(x) < b et 0 <b(y) <a. Les courbes 
rx et I'v, graphiques des fonctions y = g(x), &e<0,a> et x = li(y), 
yt(f),by, n'ont, a l'exception du point (0,0), aucun point commun.

(Ht) La fonction y = g(x), définie dans l'intervalle <0,a>, admet une 
dérivée g’ (x) continue, tandis que x = h (y), définie dans l'intervalle 
<0,b>, admet une dérivée h’(y) continue dans l'intervalle (O,by,et
lim y h’(y) = 0.

»/->»+
Des hypothèses (if J il s’ensuit que si y e(0, b> et x = h (y), on a y > g(x), 
et d’une façon analogue, si a?e(0, a> et y = g (x), on a x > h(y).

Définissons par récurrence, pour a;e<0, a> et ÿe<0, b> respectivement, 
deux suites de fonctions

X°(x)=x, tf(x) = À («))), * = 1,2,...,

M#(.V) = 3D = s[h(fil-l(y))], * = 1,2,...

Si les fonctions y = g(x) et x = h (y) vérifient les hypothèses (H,), toutes 
les fonctions Xl(x) et y (y), * = 0,1,2,... sont continues dans leurs 
intervalles de définition, forment des suites décroissantes de fonctions 
pour x 0 y et satisfont aux égalités 2l(0) = 0 = yl(0), i =0,1,... 
(cf. [1], §2). Si, en plus, les hypothèses (H2) sont vérifiées on montre 
aisément que les dérivées di.L(x)ldx et dy‘(y)/dy, *' = 0,1,2,... sont 
définies et continues dans les intervalles demi-ouverts (0,a> et (0,b>.

Comme le montrent les exemples donnés dans le travail [IJ, p. 108, 
les hypothèses (H,) et (H2) ne sont pas encore suffisantes pour assurer 
l’existence de solutions du problème Go (que nous allons formuler dans 
un instant), même pour les équations (1) du type le plus simple. C’est 
pourquoi nous admettrons encore les hypothèses suivantes.
(#*) Les fonctions d^.l(x)/dx et dy(y)ldy, * = 0,1, ... sont bornées dans

leur ensemble pour xt(0,a~) et ye(O,by respectivement.
(H4) La fonction %(x,y) est continue dans l'ensemble

A = {(x,y):g(x) ^y <b, h(y) < æ a}
et elle y a les dérivées partielles du premier ordre uniformément con
tinues satisfaisant aux conditions de Lipschitz 

\Xx(x,y)-Xx(x, y,')\ ^A\y-y'\, \xu(x,y)—xv(tB',y)\ < A\x-x'\, 
où A est une constante positive arbitraire.

La fonction z(x,y) sera dite de classe G* dans l’ensemble J, si elle est 
continue dans cet ensemble et si elle possède les dérivées partielles dz/dx, 
dz/dy et d2z/dxdy uniformément continues dans l’intérieur de zl.
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Problème Go. Soient les fonctions y — g(x), x — h(y) et X(x,y) véri
fiant les hypothèses (H,) — (H4), et la fonction f(x,y,z,p,q) continue 
dans l'ensemble

n = {(x,ÿ,z,p,g):(aj,y)ed, -oo<z,p,q< +«>}.

On demande s'il existe une fonction z(x, y) (dite la solution du problème Go) 
de classe C* dans A, unique ou non, qui vérifie dans l'intérieur de A l'équa
tion (1) et qui satisfait aux conditions

»(», g(x)) = x(x, g(x)j pour xc(0,a>,
(2)

z(h(y),y) = X(h(y),y) pour ye<Q,by.

La solution du problème est donnée par les deux théorèmes suivantes.
Théorème 1. Supposons les hypothèses (H,) — (Ht) vérifiées et admettons 

que la fonction f(x,y,z, p, q) satisfait aux inégalités

(3) \f(x, y, z, 0, 0)| < pour (x, y)eA et — oo < z < + oo

et

(4) l/(«, 3/, », P, «)-/(«, 3Z,»,P',3')I ^(a(\p-p'\)+N\q-~q'\
pour (x,y,z,p,q)ell et (x, y, z, p', q')tll, où A, B et N sont des con
stantes positives arbitraires et co(ô) est une fonction continue et non décrois
sante pour de<0, oo) telle que m(0) = 0, <w(<5) > 0 pour ô > 0 et que

à
r du

(5) —— = +oo pour tout b > 0.
J w(u)o

Dans ces conditions il existe une solution du problème Go.
Théorème 2. Si les hypothèses (H,) — (//4) sont vérifiées et si la fonction 

f(x,y,z,p,q) satisfait à l'inégalité

(6) \f(x, y, z, p, q)—f(x, y, z', p', q')\ <o(\z-z'\+\p-p'\)+N \q-q'\

pour (x, y, z, p, q)(TI et (x, y, z’, p', q')ell, où N est une constante posi
tive arbitraire, et la fonction œ(b) a les mêmes propriétés que précédemment, 
il existe exactement une solution du problème Go.

Effectivement intéressant est ce cas du problème Go où la fonction 
y = g(x) ne s’annule que pour x = 0. Dans le cas où il existe un x* > 0 
tel que pour æe<0, æ*> on a g(x) = 0, le problème de Goursat se ramène 
au problème de Picard, qui a été considéré dans le travail [4]. C’est pour
quoi nous admettrons dans la suite une hypothèse supplémentaire : 
(ff5) La fonction y = g (x), æe<0, a> ne s'annule que pour x = 0.

y
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2. Réduction du problème O0.

Soit s(x, y) une fonction arbitraire continue dans l’ensemble d. Posons
oo æj Vi

(7) 0s(x, y) = ( — 1)' J I s(u,v)dvdu,
<=° æi + l »i+1

où x2i = r(æ), y2i = /(y), æ2i+1 = &(/(#)), y2i+i = gft(x)), « = 0,1, 2,...
Comme il résulte de la seconde partie du théorème 4 du travail [1], 

la fonction z(x, y) = 0s(x, y) est la solution du problème de Goursat 
relatif à l’équation d2zldxdy = s(x, y) satisfaisant à la condition z(35, gr (a?)) = 
= 0 = z (h (y), y] et, par conséquent, les dérivées partielles d0„ldx pour 
(x,y)eA et d0aldy pour (x,y)eA, y > 0, peuvent être obtenues en 
dérivant terme à terme la série (7).

De même que le cas plus régulier du problème de Goursat, étudié 
dans le travail [2], le problème Go est ramené, au moyen du théorème 
4 du travail [1], au problème de l’existence et de l’unicité des solutions, 
en termes de fonctions s(x, y) continues dans l’ensemble d, de l’équation

s(®, y) =f(x, y> y), Ô0s(x, y)/dx, Ô0a(x, y)/dy),

où f* (x, y, 2, p, q) est une fonction continue dans l’ensemble 17 et véri
fiant les hypothèses qui ont été faites sur la fonction f(x, y,z,p,q) dans 
les énoncés des théorèmes 1 et 2. C’est pourquoi nous omettrons, dans 
la suite, l’astérisque du symbole /* et nous étudierons l’équation

(8) s(x, y) = f(x, y, 0„(x, y), d0a(x, y)/dx, d0„(x, y)/dy).

Pour établir le théorème 1 il suffit donc de prouver que dans les hypo
thèses (HJ — (if6), (3) et (4) l’équation (8) admet une solution s (x, y) 
continue dans d. Le théorème 2 sera démontré si l’on prouve que l’équa
tion (8) admet exactement une telle solution si la fonction f(x, y,z,p,q) 
satisfait dans l’ensemble /7 à la condition (6).

3. Propriétés des fonctions 0a(x,y).

Soit L un nombre positif, dont l’existence est assurée par les hypothè
ses (H2) et (H3), limitant supérieurement les fonctions dh'(x)ldx, dyl(y)ldy, 
dyft(x))/dx, i — 0,1, 2, pour 35«(O, a> ou y«(0, ft>.

Lemme 1. Si s1(x,y) et s2(x, y) sont des fonctions continues dans 
Vensemble d et q(x,y) une fonction continue dans le rectangle

I) = ((a:, y): 0 35 a, 0 < y < ft|,
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définié par la formule

q(x, y) = niaxl#^«, v) — s2(u, ®)| pour (x,v)eàxv, 

où

^xv = {(«, v): h(v) < « < æ, g(u)

on a
y X

|0gl(«,?/)-0g2(«,y)l < ” f e(®, e(u,y)du,
0 0

J/ X

< Z P q(x, v)dv -f L o(u,y)du,d d „
— &ai(x,y)- — OS2(x,y) 
dx dx ‘

d d „
— 0ai(x,y)- — &s2(x,y) 
dy dy 2

< Lj e(u,y)du + L-h'(y)j’ g(x,v)dv.

Démonstration. Tenant compte de la seconde partie du théorème 
4 du travail [1], p. 116, on peut démontrer les deux premières inégalités 
de même que celles du lemme 1 du travail [2], p. 85. Conformément 
au théorème 4 du travail [1]

d_
dy

X oo *(/(!/))

Oa(x,y} = J s(u,y)du+ JTl — M<+1(»)l f »(u, pi+ï(y))du+ 
h(y\ < = 0 ,V A(Mi+1(I/))h(V)

00-s
i = Q

d \— h(pi(y)^ J s[h(pi(y)), v)dv,
Ml + 1(îZ)

pour (x,y)eA, y>0. Etant donné que les suites de fonctions {/(y)) 
et {/!,(/(#))} sont décroissantes, on a

f g(u,y)du+ 
*(v)

~ *(/*>))

i-=0 Apd + hi/))

i=0 «i+1(!Zj

dv <
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X oo

A(1Z) 1=0

Me*»»
J e(«,y)<z«-t-

<
« ldż! \ **t<ł/)

i J e(M, y)dw+^Vł—(A(?/))!■/»'(y) J" Q(x,v)dv
« 'Ł Mł+I(w)

x U
< L j" q(u, y)du+L-h' (y) j q(x, v)dv,

o o

et la troisième inégalité est vérifiée pour (x,y)e/l, y > 0. Pour y = 0 
nous le obtenons en considération de la continuité.

Ce lemme entraîne comme simples conséquences les deux premières 
inégalités du lemme 2:

Lemme 2. Soit r) > 0. Supposons que l'on ait yh'(y) < a pour 0 ^y ^.r/ 
et h'(y) K pour rj y b, où a et K sont des nombres positifs.

Si |»(a?, y)\ < Xe^x+V), A > 0, on a

\&s(x,y)\ <-^Z+IZ),

-r- y) dy

dx @,(x, y) < 2L?(x+i/>,

^L(l+K+Jla)e*x+V).

La dernière inégalité se démontre (en utilisant aussi le lemme 1) de 
la façon suivante:

dy
f Xe^du + Lh 
0

(y) J’ h^x+v'dv <
0

@s{x, y) < L

< LeA(x+v)+Z(maxfe'(y))eA(x+,/)+L(maxyA'(y))AeA(x+,z> < 

<Z(l + Æ+aA)e"<x+v>.

Lemme 3. Pour tout nombre positif M il existe une fonction continue 
eM(ô) définie pour ô >0, vérifiant les conditions

eJ«(b) = 0 et £j/(|5i+ «M + eM(b2)
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telle que si s(x, y) est une fonction continue dans l'ensemble A et y satisfait 
à l'inégalité [s(£C, t/)| on a

\&„(x,y)-0a(x'y')\ pour \x-x'\+\y-y'\ < ô.
L’énonce et preuve de ce lemme sont identique à ceux du lemme 

4 du travail [2].
Lemme 4. Soit x(ô) le maximum de \h(y) — h(y')\ pour \y— y’\ < ô 

et soit e(x, y, <5) une fonction définie pour (x, y)eD et <5 > 0, continue par 
rapport'à (x,y)eD, non décroissante par rapport à chacun des arguments. 
Pour tout nombre positif M il existe des fonctions i = 1,2, conti
nues pour ô 0 et satisfaisant aux conditions

®m(0) = 0 et (di+d2) CM(^i)"h®Àf(^a)> ï = l,2,
telles que si s(x, y) est une fonction continue dans l'ensemble A et vérifiant 
les inégalités

\s(x,y)\^M et \s(x,y)-s(x',y’)\ ^e(x,y,\x-x'\ + \y-y'\), 
on a les inégalités

(u, y, L ô)du +
0

y
+Lh'(y) J e(x, x(Lô))dv,

0

e(u,y,LÔ)du +

y
+ L J e(x, v, Lô)dv,

0
pour |a?—a?'|+ \y — y'\ é, (x, y)eA et (x',y')eA.

Démonstration. Nous nous bornerons à démontrer l’existence de
la fonction Pour la fonction e2M(ô) la preuve est analogue et
plus facile.

Introduisons les notations:

^+1(3/) f ^u,tii+ï(t))du,
i~°

<) =2J (-V- MzAÿ))l f * (*(/«*(*)), «)<*”• 
<-0 ' „<+!<„)
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Nous prouverons d’abord que pour les fonctions s(x,y) bornées dans 
leur ensemble les fonctions Zs(y, t) et 2% (y, t) sont équicontinues par 
rapport à y uniformément par rapport à t e <0, .

Fixons un e > 0 arbitraire. Soit n0 un nombre naturel dont l’existence 
est assurée par les hypothèses tel que Æ(Jt*”°(y)) < e/lML pour
2/e<0,fe>. Pour |s(®, y)\ < M nous avons

+ “dÿ-(2/)_ '\h^^y'^~h^>+1(y,'>^ =

= LM{\k\h(y))-Xi(h(y'))\ + \2.i+1(h(y'))-^i+1(h(y))\} +

+ M^~(y) + ^-(y')\yW(y'))-h î+1(y'))\ <

< 2LaM \h(y)-h(y')\ + 4MLh(ÿ).

A cause de la continuité des fonctions x(ô), ô 0 et h (y) pour 0 y b, 
on peut trouver un <$0 > 0 tel que l’on ait 2iaJfw0x(2d0) e/4, 
■iMLnoh(2ôo) ^e/l. Pour y, y' < 2d„ nous aurons donc

|27i(3/, /)-.£*(/, t)\ < 2L2Mnox(\y — y'\) + 4MLnah(y') +

+

+

*(#»*<»))
J* |s(m, (M*+1(f))|^M +

A(/4i+1(l/))

A^V'»
\ J \s(u, ni+i(t))\du 

' A^+hv'))
< te+LMh(p^(y))+L]lfh(/S*(y'j} < e.
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D’autre part, si y et y' sont contenus dans l’intervalle <<5O,6>, il 
existe, à cause de la continuité de la fonction d/il+1 (y)ldy dans cet inter
valle, un <\ > 0 tel que l’on aura pour \y — y’\ ô.

2L2Mn0x(ÔJ < e/4 et 2MacZlii+1 £/i,
i=o

où yJli désigne le maximum de la fonction \dy! (y)/dy—dfi'(y')ldy\ pour 
y, y' b. Il s’ensuit donc que l’on a, pour y, y' <5„ et \y — y'\ < 5i,

|£i(y, 0—£j(y', 01 < ie+/*i+1(y)j J |*(«, Ml+1(0)|d«+

<“»0 ' ‘ ' fc(/«1+1(J/))
00 / J i + 1 \

+ V | (y')j I \s(u, fi+l(t)) du < e.
i=n« A(/<i+r(!/'))

Mais si \y —y'\ < 5 = min(d0, <5X), on a toujours ou bien y, y' ô, ou 
bien?/,//' < 2ô, donc \Z}(y, t) — Zg(y', <)| < e pour \y — y'\ ^Ôet<e<0,5>, 
ce qui prouve que les fonctions 27«(y, t) sont équicontinues par rapport 
à y si les fonctions s(x,y) sont bornées dans leur ensemble.

Nous montrerons maintenant que les fonctions 27«(y, t) jouissent delà 
même propriété. Observons que

°° ,
27’(y, t) = h'(y)

(W
dx

/‘’(y)
J s (h(y(t)), vjdv.

Les fonctions
°° Idtf \ "w

^(y,t) = f s(h(yi(t)),v)dv

satisfont à l’inégalité |27«(y, t)\ ^LMy et sont équicontinues par rapport 
à y si les fonctions s(x, y) sont bornées dans leur ensemble (on le démon
tre de la façon analogue que dans le cas des fonctions 27«(y, Z)).

En vertu de l’hypothèse (Jî2) il existe un nombre t?0 > 0 tel que 
yh'(y) < e/2ML pour y < 2y0. On a donc, pour y, y' < 2»?0,

\Z2s(y,t)-Z2s(y',t)\ MLyh'(y) + MLy'h'(y’)^S.
Comme la fonction h'(y) est continue dans l’intervalle <»?„, ft> et les fon
ctions 27’(y, t) sont équicontinues par rapport à ?/, il existe un nombre 
»?! > 0 tel que l’on a, pour \y — y'\ r)l et Ze<0, 6>,

(max h'(y)}\Z3s(y,t)-ZÎ(y',t)\ <e/2, LMa\h'(y)-h'(y')\ <e/2.
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11 s’ensuit donc que l’on a, pour y, y' y0 et \y— y'\ 

\^(y,t)-^(y',t)\ <(max /i'(ÿ))l^(2/3)-^(ÿ',<)l +

+LMa\h'(y) — h'(y')\ < e

ce qui entraîne, pour \y — y'\ < »? = min(??0, r^) et /e<0,&>, l’inégalité 
|2’g(ÿ, t)—Zl(y',t)\ < £, donc, si les fonctions s(x,y) sont bornées dans 
leur ensemble, les fonctions ^(y, t) sont équicontinues par rapport à y dans 
l’intervalle <0, Z»>.

En s’appuyant sur la formule =^(h(y)).h'(y) et sur

l’égalité

(®, ÿ)—= ( [»(w, y)-»(M, y')]d«
A

, \ *</*'(»»)>

ï=0 +
ld« +

+ £(y, y')-2?i(y', y')+^(y', y')-^(y, y'),

et en tenant compte du fait que la fonction e(x, y, à) et la suite {//(y)}, 
i = 0,1, ..., sont monotones, on obtient l’inégalité

X y
< L J e(u, y, Lô)du+Lh' (y) J e (a?, v, x(Zô))d® + 

o o
+ M\h(y)-h(y')\ + M\x-x'\ + \^(y,y')-^(y',y')\ + \Z28(y,y')-Z2e(y',y')\> 

d’où l’on voit que la fonction

*m(<5) = jf(*(d)+d)+ 2’8up|Z2(y,y')-^(y',y')|
ï-1

d&8
dv

y)- dQs
dv &,y')

+
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où on prend le supremum pour y, y' e , b), \y — y'\ ô et pour toutes 
les fonctions s(x,y) continues dans zl et satisfaisant dans cet ensemble 
à l’inégalité |s(æ, y)\ Jf, vérifie bien la conclusion du lenime.

4. Une équation fonctionnelle (x).

Lenirne 5. Supposons que
1° la fonction (o*(ô) définie, continue, non décroissante et bornée pour 

â>0, vérifie les conditions suivantes-. <o*(â) > 0 pour ô > 0, 
a>*(0) = 0, to*(31-(-d4) o)*(di) +to*(^8) et

»
r du

J af lu) 1 ’ •

2° la fonction D(ô) est définie, continue, non décroissante et bornée pour 
ô > 0 et 42(0) = 0,

3° la fonction v(ô) est définie, non décroissante et continue pour d > 0 
et Von a v(0) = 0 et v(ô) > 0 pour ô > 0.

Dans ces conditions il existe une fonction non négative e(x, y, ô), définie 
pour (x, y)eD = Jo < as < a, 0 < y < &} et d > 0 telle que

(i) pour tout ô ^0 fixé, la fonction e(x,y, ô) est continue du point 
(x, ?/)eZl, non décroissante par rapport à chdcun des arguments x et y,

(ii) la fonction e(x, y, ô) est non décroissante par rapport à i>0,
(iii) si s*(ô) == maxe(x, y, é) pour 0 < x < a et 0 < y ^b, on

a lim e*(<5) = 0,
4-»0+

(iv) la fonction e(x, y, ô) vérifie dans le rectangle D Véquation
(9) = l6(æ,ÿ,v(<5)) +

æ v
+ a»*(j «(m, y, v(ô))du+ J e(x, v, v(ô))dv} + Q(Ô).

0 0
Démonstration. Posons

m = max(supo?(ô), sup 42 (<î))
et formons par récurrence la suite de fonctions {en(®, y, ô)}, en admettant 

eo(®, y, <5) = 4m,
(10) £»(®, y> Æ) — ifin-if®» 2/, x’(<5))4-

+ <U*(/«»-i(«, y, r(<5))dtt+ J" v(<5))dü)4-£(<5)
0 0

(’) Cf. [3], lemme 1.
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pour n = 1,2,..., (x,y)eD, <5 3^0. En s’appuyant sur la fait que les 
functions Q(ô), w*(à) et v(ô) sont monotones, on peut établir par induc
tion les inégalités suivantes, pour tout » = 0,1,2,...:

(11) 0 < en(a;, y, <5) £n_i(®, y, 4) < 4m,

(12) EH(x,y, ô") sn(x,y, ô') pour <5"><5'>O,

£n(x”, 1J, à) eH(x', y, ô) pour
(13)

£n(x, y", à) e„(x, y', ô) pour 6>y">3/'>0.

Nous prouverons maintenant que les fonctions de la suite {en(®, y, d)| 
sont équicontinues par rapport à (x, y)eA (il suffit, pour cela, démont
rer qu’elles ont le même module de continuité). Supposons que la fonc
tion e(u, y), définie pour » > 0 et rç > 0, soit une solution de l’équation

e(u, y) = 2oj* ( J e(t, y)dt\ + 2M* (4my).
0

Cette fonction, comme il résulte de l’hypothèse 1°, est univoquement 
définie et continue par rapport à u et y et on a e(u, 0) = 0. Nous prou
verons par récurrence que l’on a, pour tout n = 0, 1, 2, ...

(14) |en(®, y, ô) — en(x', y', é)| < e(y, |æ-æ'|) + e(x', \y-y'\).

Pour n = 0 cette inégalité est évidente. En admettant qu’elles a lieu 
pour n = k et en s’appuyant sur l’inégalité

|w*(è1) —to*(é2)| < (o’dÔ!—dj|), 

qui est bien vraie dans nos hypothèses, nous aurons

|e*+i(®, y, à)—Ek+ï(æ', y, <5)| < i|efc(æ, ij, v(ô)) — Ek(x', y, v(ô)){-+-

+ M JEk(u,y, v(ô))du+ J Ek(x, v, v(ô))dv) + 
o o

— “>*(/ ek{u,y,v(â))du+ f sk(x', v, r(<$))di>) | < 
o 0

1Z

< je (y, |®—®'|) + co* ( J e(v, |®—®'|)dr) + u>*(4m\x — x'\) = e(y, |®—®'|)
0

et de même \sk+l(x',y, ô) —sk+1(x', y', è)| ^e(x', \y—y'\), l’inégalité 
(14) se trouve donc aussi vérifiée pour n = fc+1, d’où il résulte que les 
fonctions En(x,y, ô) sont équicontinues par rapport à (x,y)eD.



Cas singulier du problème de Goursat pour l’équation hyperbolique 139

A cause de l’inégalité (11) la suite {e„(æ, y, <5)} converge vers une fonc
tion non négative. Soit

e(x, y, ô) = lini eH(x, y, Ô).
H->OO

On aura évidemment

(15) \e(x, y, ô)—e(x', y', ô)\ < e(y, \x-x'\) +e(x', \y-y'\).

Nous allons montrer que la fonction e(x,y, ô) vérifie toutes les condi
tions (i) — (iv). La partie (i) du lemme résulte immédiatement des iné
galités (13) et (15), de même que (ii) est une conséquence de l’inégalité
(12). Pour tout <5 > 0 fixé la suite des fonctions en(x, y, ô) des deux varia
bles (x,y), étant une suite monotone et bornée de fonctions équiconti- 
nues, converge uniformément dans le rectangle 1) vers la fonction e(x,y, <5), 
d’où il résulte, à cause de (10), que l’équation (9) est vérifiée. La fonction 
e(®,ÿ,0) satisfait donc à l’équation

» )/
e(x, y, 0) = 2(o* ( f e(w, y, 0)du + f e(x, v, O)drj, 

o 0

d’où il résulte ([2 ], théorème 3) que

(16) e(x, y, 0) = 0.

La fonction e(x,y,ô) est semi-continue supérieurement comme limite 
d’une suite non croissante de fonctions continues en(x,y, ô), donc

(17) hme(x,y, à) = e(x,y,0) = Q pour (x, y)cD.
<5->0d-

Pour établir la partie (iii) du lemme il suffit de remarquer que la 
fonction e(x, y, ô) est, en raison de l’inégalité (15), uniformément conti
nue par rapport à (x,y)eD, et ôe<0, oo), donc la convergence (17) 
est uniforme dans le rectangle D.

5. Preuve de l’existence de solutions de l’équation (8).

Lemme 6. Si la fonction a>(ô) est définie, continue et non décroissante 
pour <5^0, oj(0) = 0, ü)(â) > 0 pour ô > 0, ««(dj-)- ô2) co(-|- w(<52) 
et si

i

/du 
co(u) — + °° pour <5 > 0,
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on a

du
---------------= oo pour ô > 0.
co(m) + m

Démonstration. Le lemme est évident s’il existe un nombre ô0 > 0 
tel que co(<3) > <5 pour <5e(0, <50>. Sinon il existe, pour tout n = 1,2,..., 
un nombre «(0,1/n) tel que oi(ôn) < ôn. La fonction w(ô) étant subad- 
ditive, on aura co(<3) < <5 pour tout ô appartenant à l’ensemble dense 
dans <0, -(-oo) de nombres de la forme <5 = <3,, + <3„2 +... + <5„m. Il en 
résulte par continuité que w(<3) < <3 pout tout <3«<0, + oo) et le lemme 
est visiblement établi.

Supposons les hypothèses de la théorème 1 et l’hypothèse (//5) véri
fiées, et considérons l’espace des fonctions s(x,y) continues dans l’en
semble J, dont la norme est ||«(æ, y)|| = max|«(®, ÿ)| pour (x,y)eA. 
Soit y > 0 un nombre tel que pour 0 < y < »7 on a yh'(y) < 1/2LN où 
L est la même nombre qu’auparavant, et soit K un nombre positif tel 
que pour y < y < b on a h' (y) K. Posons

A = 2(^ + B+w(l)(2L+l)+N(K+l)L+l), 
et désignons par IJ, l’ensemble des points (x, y,z,p, q) tels que

(x,y)eA,\z\ < e*<°+6)/A, |p| <ei(o+6), |«| < |i(l+K+A/2£N)e*o+6>.
Soit Do(<3) le maximum de la fonction \f(x, y, z, p, q) — f(x', y', z', p, q)\ 
pour (æ, y, z, p, q)(II,, (x1, y',z’,p, q)tni, \x— ®'|+ \y — ÿ'| + \z—z'\ < ô 
et admettons

i2(ô) = Do(<5 -|- £m ( <3)) + ( ^)) +-^ em ( *3),

où eM(ô) est la fonction qui intervient dans le lemme 3 et elM(ô), i = 1,2, 
sont celles du lemme 4. La fonction D(ô) est donc définie, continue, non 
décroissante et bornée pour <3 > 0 et on a D(0) = 0. Posons w*(<3) = 
= (o(IjÔ)+NL(K + 1)ô. Il résulte du lemme 6 que la fonction w*(<5) 
vérifie les hypothèses 1° du lemme 5. Soit v(ô) = Lô-\-x(Lô). Cette 
fonction est définie, continue et non décroissante pour 3 > 0 et on a 
r(0) = 0, v(ô) > 0 pour <5 > 0.

Désignons par s(x,y,ô) la fonction — dont l’existence est assurée 
par le lemme 5 — satisfaisant aux conditions (i) — (iv).

Nous allons démontrer que dans l’espace considéré des fonctions con
tinues s(x, y) il existe un point fixe de la transformation

S(x, y) = Fs(x, y) = f(x, y, 0t(x, y), 0„(x, y), &,(x, y)
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Dans ce but désignons par Z l’ensemble des fonctions s(x,y) continues 
dans l’ensemble A et vérifiant dans celui-ci les inégalités |s(a;, y)\ <

Aei(x+V) et \s(x, y) — 8(x', y')\ e(x, y, ô) pour |æ—æ'| +|y —ÿ'| < <5. 
L’ensemble Z est non vide, fermé et convexe. Du théorème d’Arzela, 
en tenant compte de (iii), résulte qu’il est compact.

Si s1(x, y) et 82(x, y) appartiennent à l’ensemble Z, on a en vertu 
du lemme 1

1-0«2II < — «ail,

C L(a-(-— s2||,
dx 1 dx

dy “81 dy "2 < L(rt + max//à'(i/))||#1 —s2||. 
0<»<6

De ces inégalités il résulte que

IIFs, — J’s2|| < £0(afc||«1 — M) + ft>(-E'(« + i)ll*1—sïll) +
+NL(a+malxyh'(y))\\81-si\\.

«<»<6
Le second membre de cette inégalité tendant vers zéro avec ||«i — #2|| 
la transformation Fs est uniformément continue sur l’ensemble Z.

Soit s(x, y) une fonction arbitraire appartenant à Z. En vertu du 
lemme 2 pour a = 1/2LN et de l’inégalité <o(<5) < w(l)(l-(- <5), facile 
à établir, en profitant des inégalités (3) et (4) nous avons

\Fs(x, y)\^A+ — e*(x+v) + u>(2Le*c+»)+NL(K + l)e*x+v)+ $ <
A

< +M(l)(2L+l)+NL(K+^el{x+v} <

< pe1(a!+v) + iÂeA(x+v’ = ÂeÀ(x+v).

En vertu du lemme 4, pour |®—aj'| + \y — y'\ < ô, on a 

y) — Fs(x', y')| <

£?0(^ + £m(^)) ++ L f «(«, i/, Zé)d« + L f e(x, v, Z3)d®) + 
0 u

r v
4-JV(ev(è) + £ J ^(u, y, Lô)du+ Lh'(y) J e(x, v, <
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< Q(ô) + <o (L (J e(u,y,Lô)du+ f e(x,v, Lô)dv)) +
0 0

x AL
+ NL J e(m, y, Lô)du+NKL J e(x, v, x(Lô)) dv+------e(x, y, x(LÔ)) C

o o 41V JJ

<D(9)+w(l(( e(u,y,v(ôj)du+ f e(x, v, v(«5))dv)) +
' 0 o '

x y
+NL(Æ + 1)(J e(w, y, v(ô})du+ f e(x, v, r(ô))dr) + |e(æ, y, v(<5)) =

0 o
x y

= &(<5)+ro*(J ê(m, y, v(ô))du + J e(a?, v, v(ô))d-y) + |e(ü5, y, v(ô)) =
0 o

= e(®, y, à).

Donc la transformation Fs fait correspondre à l’ensemble Z un sous-ensem
ble de celui-ci. En vertu du théorème du point fixe de Schauder [5], 
il existe une fonction s(x,y) continue sur l’ensemble J, qui satisfait 
à l’équation (8) de la page 130 et par conséquent, en raison des remarques 
du chapitre 2, le théorème 1 se trouve démontré.

6. Unicité des solutions du problème Go.

Nous allons démontrer le théorème 2. L’existence de la solution dans 
ce cas est assurée par le théorème 1, il suffit donc de prouver l’unicité 
de cette solution. Supposons les hypothèses du théorème 2 vérifiées et 
soient s1(x,y) et s2(a?,y) deux fonctions continues dans l’ensemble A, 
satisfaisant à l’équation (8). Soit q(x, y) la fonction définie au lemme 1 
et »? > 0 un nombre tel que l’on ait, pour 0 £.y < »?, l’inégalité yh'(y) < 
^1/2LAT. Posons L* = (2i + max(a, 6))/2, N* = JVimax(l, maxà'(2/)) 
et œ**(<5) = 2(w(L*ô)+N*ô) pour ô >0.

En vertu du lemme 1 et de (6) il vient

«i(®, 2Z)-»a(®, y)\ <

y)-0s2(x, y) | + |-^7 y')- &^x’ y)l)

9

+

<a <9« (a?, y)——— 6>a (a?, y) 
dy 1 dy 2

+N
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îz x y y
q(u, y)du+L j q(u, i/)du+L J q(x, v)dv\ +

' 0 0 0 0 ' 
x y

+ q(u, y)du+Lh'(y) j Q(x,v)dvj <
0 0

.y X , X

•II" î) J q(x, v)dv-\- ,,j J" ?(M, y)duj+NL f q(u, y)du +

< ai

+ NL(maxh'(y)) I q(x, v)dv+NL[ma.xyh'(y)) q(x, y) <
ri<V<b J «<»<<1

X y x y

F If S(», »)«•+/ q(x, + j*o(n, y)dn + J Q(x,v)dv^ +

+ie(®, y)
donc la fonction ç(x,y) vérifie l’inégalité

æ U
q(x, y) < (U** (J e(u, y)du+ J q(x, v)dv).

0 0
En raison de (5) et du lemme 6 la fonction vérifie les hypothèses
du théorème 3 établi dans le travail [2]; en vertu de ce théorème on 
doit donc avoir

q(x, y) = 0 pour (x, y) (D 

ce qui équivaut à l’identité

Si(x,y)s2(x,y) pour (X,y)tA.

L’équation (8) a donc exactement une solution et le théorème 2 est ainsi 
démontré.
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Streszczenie

W oparciu o twierdzenie Schaudera o punkcie stałym i wyzyskując 
metody wyłożone w pracach [1] i [2], dowodzi się twierdzenia o istnie
niu rozwiązania problemu Goursata dla równania (1) w przypadku, gdy 
krzywe, wzdłuż których dane są z góry wartości rozwiązania, mogą mieć 
w swym jedynym punkcie przecięcia wspólną styczną o kierunku cha
rakterystycznym. O funkcji f(%,y,z,p,q) zakłada się nieco więcej 
niż w pracy [2] nie obejmującej tego wysoce osobliwego przypadku.

Dowód twierdzenia o jednoznaczności rozwiązania zadania Goursata 
oparty jest na pewnej nierówności całkowej udowodnionej w pracy [2].

Резюме

Основываясь на теореме Шаудера о постоянной точке и исполь
зуя методы, изложенные в работах [1] и [2], доказана теорема о суще
ствовании решения проблемы Гурса для уравнения (1) в том случае, 
когда кривые, вдоль которых наперёд заданы значения решения, 
тогут иметь в своей единственной точке пересечения общую касатель
ную с характеристическим направлением. Относительно функции 
/(х, у, г, р, у) предполагается несколько больше, чем в работе [2], 
не охватывающей этого весьма особого случая.

Доказательство теоремы об однозначности решения задачи Гурса 
основывается на некотором интегральном неравенстве, доказанном 
в работе [2].


