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0.1. Introduction. Considérons 1’équation
(0.1.1) o' —2a(t)r’ —b(t)z = 0

ou b(t) < 0.

Elle peut étre considerée comme I’équation du mouvement d’un point
sur une droite sous l'influence d’une force attirante élastique (variable
dans le temps) F = b(t)x. Le terme 2a(t)z’ peut étre considéré comme
la présence d’'une force de résistance.

Nous allons considérer dans e¢e travail au § 1 une généralisation de

\

I’équation (0.1.1), & savoir
(0.1.2) x’ = f(t,z, ')

ou f vérifie I’hypothese V(a,, a,, b,, b,) de mon travail [9] (voir page
36) et ot b, < 0. Dans ce travail [9] j’ai fait des suppositions supplé-
mentaires qui garantissent que les solutions de (0.1.2) soient oscillantes.
Dans le travail présent nous n’allons pas faire ces suppositions (et les
solutions de (0.1.2) pourront ne pas étre oscillantes) ou bien nous allons
faire d’autres suppositions garantissant que les solutions ne sont pas
oscillantes.

Dans la suite nous allons employer quelques définitions et quelques
résultats de mon travail [9]. Leurs numéros seront suivis dans la suite
par les lettres ,,RS*.
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Le §2 est consacré a quelques exemples montrant la portée et les
relations mutuelles des résultats du § 1 et des résultats de mes travaux
[9] et [6].

Enfin le §3 sera consacré a un essai de classification des théoremes
concernant les propriétés asymptotiques d’équations différentielles.

1. Les équations non nécessairement oscillantes.

1.1. Un résultat provisoire. Supposons que I'hypothéseV(a,, a,, b,, b,)
(voir le n° 0.2 RS) soit vérifiée et que

(L.1.1) a; <0, b<O
Pour I’énoncé de nos théorémes il ne nous faut rien supposer sur les

signes des expressions a; - b;. Mais, pour fixer les idées nous supposc-
rons dans nos calculs que

(1.1.2) on g7 —a—b, > 0,
(1.1.3) O 7 oi—by > 0,
(1.1.4) o5, 5 @by 0
et que

(7] 0

Si ces conditions n’étaient pas vérifiées, il suffirait de prendre des
constantes a: < a,, a, < a, < 0 telles que —a;>—b; > 0 et a;* {-b, > 0.
Alors, si I’hypoth¢se V(a,,a,, b,,b,) est vérifiée, D’hypothése
V(a;, a:, by, b,) le serait aussi.

D’ailleurs si (1.1.4) n’était pas vérifiée (ou plutdt si a3+ b, < 0) on
pourrait appliquer le Théoreme B1 RS (ou bien le Théoréme B2 RS).
Pour quclques résultats obtenus sans les hypotheses (1.1.2) et (1.1.3)
voir les n* 1.4 et 1.5.

Considérons les solutions de I’équation

(1.1.5) x’ = f(t,z, ')
qui vérifient les conditions initiales
z(0) =a, x'(0)=4.

1) Soit a >0, g > 0. Alors, pour des ¢ > (0 assez petits, on aura
z >0, 2’ >0, done

(1.1.6) fty,®y2) < 2a,2-+ b,x.
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Considérons les solutions de 1’équation
(1.1.7) y'—2a,y' —by =0
qui vérifient les conditions initiales y(0) = a, y'(0) = . Alors, pour
tous les t > 0 tels que x >0, 2" >0, y =0 et ¥y’ >0, vu le n° 1.1 RS,
nous aurons
(1.1.8) @) <y @) et x(t)<yl(l).

Vu (1.1.2), les solutions considérées de (1.1.7) ont la forme

y(t) = Ce™'8in(d+ o,,t),

ou (' et 0 sont déterminées par a et B. Donc, il s’ensuit de (1.1.8) qu’il
existe un T < z/2q,, tel que =z'(t) > 0 pour te0,7) et x'(T)=0.

2) Soit maintenant a > 0, # < 0. Si § =0, alors f(0,a,0) < b,qa,
done x”(0) << 0. Il s’ensuit que, pour des ¢t > 0 assez petits, aussi bien
pour 3 = 0 que pour § < 0, nous aurons r > 0, &’ =z < 0, done vu
I’hypothese V(a,, a,, by, b,)
(1.1.9) 2a,z2+ byw < f(t, x,2) < 2a,24 by,

Considérons les solutions de I'équation
(1.1.10) v —2a,v,— byv, =0
qui vérifient les conditions initiales »,(0) = a, v,(0) = g. Evidemment,

pour des ¢ tels que x > 0, & < 0, v, > 0,0, < 0, nous aurons vu le n°
1.2 RS

(1.1.11) £ (1) < v (t) < 0 et 0= z(t) < v,(L).
Vu (1.1.4) les solutions considérées de (1.1.10) ont la forme
(1.1.12) v, (t) = Oy el 4 ¢, p@27o2)F

Evidemment a, - 0, < 0, donc ou bien v, = v,(t) converge expo-
nentiellement (avec sa dérivée) vers zéro en restant positive, ou bien il
existe un 7 tel que 0, (T*) = 0. D’aprés (1.1.11), ou bien x(t) > 0 et
et x(t) converge (exponentiellement) vers zéro (c’est-ia-dire qu’elle est
une fonetion e-bornée pour & > ¢ ou ¢ < 0), ou bien il existe un 7 < T*
tel que xz(t) > 0 pour 1e(0,T) et x(7) = 0. Alors a'(T) < 0. D’aprés
(1.1.11), la fonetion & = x(t) sera dans (0, + oo) ou bien dans (0, T))
monotone décroissante. En partant de la premiére inégalité (1.1.9), on
peut montrer que la distance entre un maximum et le premier zéro a dro-
ite (8’il existe) doit dépasser m/20,,. Donc la distance entre deux zéros
conséeutifs (8’ils existent) doit dépasser

(1.1.13) 7(20,4.
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Nous voyons que, 8i £(0) >0, ou bien z = r(t) dans {0, + oo) croitra
et plus tard décroitra d’une facon monotone en tendant vers zéro et
restant positive, ou bien elle croitra et reviendra d’une facon monotone
a zéro avec une dérivée négative (c’est-a-dire il existera un 7' > 0 tel
que z(T) =0 et z'(T) < 0.

On aura une situation analogue pour x(0) < 0.

Considérons encore de plus prés ler solutions de (1.1.5) qui verifient
les conditions

z(0) =0, z'(0) =y,

(Da.m; le cas ou z(r) = 0 on ramenera cette solution a notre cas a l’aide
de la transformation t* — t—t). Il existera alors un maximum pour un
Te(0, n/20,,). Si nous supposons qu'un minimum existe pour un 7', < 0,
alors T, < —7/20,, en parlant des estimations (0.2.4) RS, nous verrons
comme au n°2.3 RS que si la condition

(1.1.14) b, > B(a,, b,)

est vérifiée (o B est la méme fonction que dans la condition (1.5.8) RS),
la valeur absolue de ce minimum au point ¢{ = 7', sera plus grande 1-+ 7
fois que la valeur du maximum au point ¢ = 7', done les oscillations —
si elles existent — auront des amplitudes décroissantes exponentielle-
nment, et par suite si © = x(?) est oscillante, on a hmw(t) = 0. Mais nous

—»N0

ne pouvons pas conclure — bien que ce soit tlés probable — que les
solutions oscillantes tendent exponentiellement vers zéro (les distances
des extrema consécutifs pouvant croitre indéfiniment).

Nous avons ainsi démontré:

Théoréme D1. Si Pquation (1.1.5) vérifie Phypothese V(a,, a,, b,, b,),
(L.1.1), (1.1.14), toutes ses solutions tendent vers zéro. Ces solutions peuvent
étre oscillantes ou non.

Si les hypotheses (1.1.2) et (1.1.3) sont vérifiées, alors pour les solutions
non banales la distance de deux zéros consécutifs doit dépasser le nombre
(1.1.13).

De méme que du Théoréme Bl RS résulte un théoréme plus faible —

le Théoréme B1"" on déduit ici un théoréme semblable, qu'il est superflu
de formuler.

En pratique, en éxécutant les calculs numériques, il faudra vérifier
non pas l'inégalité (1.1.14) (car de la fonction B nous savons seulement
qu’elle existe), mais l’inégalité équivalente. .

- b, P(a,, by, b,)
ou la fonctlon P est eﬁectlvement donnée par la formule (1.4.1) RS.



Sur les mouvements sous l'influence des forces oélastiques généralisées 91

Les remarques du n° 0.2 RS sur P'emploi des hypothéses locales
Vioc(a,, ag, by, b,) 8’appliquent ici de méme.

Des exemples banals (x''—2a,2"— bz =0 et &' —2a,2"—b,x = 0)
ou b, et a; vérifient les conditions (1.1.2) et (1.1.3) montrent qu’effe-
ctivement les solutions peuvent étre oscillantes ou non. Les exemples
du n° 2.5 RS montrent que si la condition (1.1.14) n’est pas vérifide,
alors il existe des équations vérifiant les autres conditions et ayant des
solutions qui ne tendent pas vers zéro.

Sous les conditions du Théoréme D1 nous avons montré seulement
que les solutions tendent vers zéro (quoique il est probable qu’ils tendent
exponentiellement vers zéro). Au numero 1.3 nous allons meontrer que,
sous des conditions un peu plus fortes, elles tendent exponentiellement
vers zéro.

1.2. Des estimations préliminaires. Admettons toutes les hypo-
théses du n° 1.1, sauf (1.1.14). A sa place, admettons la condition plus
forte (voir n° 1.5 RS)

(1.2.1) by—by < ai.

Sous ces hypothéses, nous allons montrer que toutes les solutions
de I’équation (1.1.5) tendent exponentiellement vers zéro.

Si la solution x = x(t) n’a qu'un nombre fini de zéros, alors — commie
nous 'avons démontré au n° 1.1 — elle est, ainsi que sa dérivée, e-bornée
pour & > g ou g < 0. 11 ne nous reste que le cas ou r = z(t) admet une
infinité de zéros 0 < t, < t, < .... Nous avons démontré que la diffé-
rence ., —t. est plus grande qu'un nombre fixe et qu’entre deux zéros
consécutifs (qui sont simples) il n’y a qu’un extremum.

Nous pouvons toujours supposer qu'au point ¢ = 0 il y a un maxi-
mum. Considérons donc une solution oscillante = = x(?) telle que

(1.2.2) z(0) =a>0, & (0)=0.

Soit 7' un nombre tel que z(t) > 0 pour Le(0, 1) et x(T) = 0. Comme
nous le savons, T > n/20,;. Nous aurons alors z'(t) < 0 pour te(0,T)
et pour te(0,T), 'estimation (1.1.9) sera vraie.

Considérons les solutions de 1'équation

v, — 28,0, — byv, = 0
qui vérifient des conditions

(1.2.3) v5(T) =0, (1) =6<O0.
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Elles ont la forme
(1.2.4) v,(t) = Ce"'sing,,(t—1T)
ou C < 0.

Soit 7 le premier maximum a gauche de 7' de la fonetion v, = z,(?).
Nous aurons te(T— n/o,,, T'—7/20,,) et
(1.2.5) T—m|20,, > 0.

Vu (1.1.9) et le n° 1.2 RS nous aurons pour telzr, 1)
(1.2.6) 0 > 0,(t) = 2" (1), 0 < v,(t) < a(t).
Considérons la solution (1.1.12) de Péquation (1.1.10) qui vérifie les con-
ditions

v,(0) = «, ,(0) =0,

c’est-a-dire la fonction

[/}
(L27) () = 5 [ (03— 02) € 0 (ag | oyl 77").
21

Nous aurons pour tel0, 1)

(1.2.8) z'(t) < ut), &) < ot),

done, vu (1.2.5), vo(1—m/20y,) < (T —n[20y,) < 03 (T—x/20,). 11 8’en-
suit

(1.2.9) (T — m[20,,) < v, (1'—n[20,,).

C’est une condition concernant le nombre C (voir (1.2.4)), mais elle ne
forme pas la meilleure estimation possible.

Par oxemple, si r; désigne la valeur de t pour laquelle vy atteint son maximum
dans l'intervalle (T— n/2013, T>, nous aurons aussi

(1.2.10) v2(T1) < v (71).

Comme T— n/2612 < 71, nous aurons v (T — n/2013) == va(7)), v (1) = 0 (T'+
— n/2019). Done I'inégalité (1.2.10) fournit une estimation plus forte que l'inégalité
(1.2.9). On pourrait obtenir des estimations encorc plus fortes en cosidérant 1'inéga-
lité vy(t) = v (t) pour tous les te(T— n/26y2, T>, ou bhien cn employant des inéga-
lités ol interviennent les dérivées v, et v,.

D’apreés (1.2.4) et (1.2.7), la condition (1.2.9) donne
—(Cexpa, (1 — —it») < . expaz(l‘ -—f-—)x
201, 20'21 :

T

m n I
X{—'(az_ Gy,) €XP 0gy (1 ‘);l;)—}‘ (ay+ a4y) exXp [— Oay (T— 20“)]’ >
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Commie
y 5 12/ (D) < |op(T)| = — 8 = |C|or,expa, T,

en profitant du fait que a,-| 0, < 0 (ce sera la seconde raison pour
laquelle nous n’obtenons pas 'estimation la meilleure possible) nous
aurons

(1.2.11) y < |Clo, 6T < aA(T),
ou
ATy = =28 Joxp ot (as + )(T ~ )|
= Toy — Ay )OXDP —— CXP (AL -+ Ty & s
T e (SR NEASL i PNE %0121

A est une fonction de a,, a,, b,, b,.

Il s’ensuit des relations (1.3.12) RS (en posant o, = g,, et a; = a)
et (2.3.6) RS, indépendantes de la valeur de a,, que s8i z(0) =0
et z'(0) =y, on aura en désignant par M la valeur de l’extrémum
le plus proche:

M 90, ou 6 =— . exp[ . arctg:m-'].
V—b, o ay

Revenons & notre solution oscillante vérifiant les conditions (1.2.1).
Nous avons supposé que la suite de ses zéros est formée, pour t > 0,
par des nombres t,,t,.... Posons T, =1, > n/20,, et y; 5= [2'(k)].

Evidemment, vu (1.2.11), nous aurons

71 < adA(T)).

Dégignons par ¢, Pextrémum de r = z(¢) dans lintervalle (1,1t ,).
11 s’ensuit de (1.2.6) qu'il est unique. Evidemment #, —t, < 7/20,,. Posons

Wi 5 Il

Nous aurons M, < y,0 < a@A(T,). Posons Ty =1, ,—t. 1l est
T > m/20,,. Nous aurons y, < W, A(T,) < a@A(T)) A(T,) et M, <
< 9,0 < a@*A(T)A(T,).

Par induction on obtient:

M, < a@"A(T))...A(T,).
1.3. Un résultat plus fort. Vu (1.2.8) nous aurons

(1.3.1) z(t)e < v,(t)e”,
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pour te(0, T et ¢ > 0. Désignons par 7', la valeur de t pour laquelle la
fonction v, (t)e” atteint son premier maximum & droite de zéro. En par-
tant de la formule (1.2.7) il est facile de calculer que
rlvr e 1 ln = bl+(a2+“2]>£'
20 —by+ (ag—0ay)e
Done pour chaque ¢, > 0 assez petit il existe un 7'(¢,) tel que si e€(0, &)
alors

(1.3.2) 0<T, <Tl(e),

indépendamment de la valeur de la constante «. Evidemment — comme
dans les autres raisonnements de ce paragraphe — la valeur t = 0 du
maximum de x = z({) est sans importance.
Considérons la fonetion y(f) = x(t)expet. La fonetion x = z(t) n’a
dans {t,,1,.,> quun extremum #,. Désignons par 7T, le maximum de
y(t) dans {1,,t,,,> —on peut facilement montrer qu’il est unique pour
des ¢ > 0 assez petits. Etant donné que expel est, pour ¢ > 0, une fon-
ction croissante, T% > t,. Vu (1.3.2) et (1.2.8) nous avons

d ol /el o _ ol ot d ol
—[x(t)e”] = x'e” -+ wee® < w " |- v, ee” = —[v,(1)e"],
dt dt

done T <, +7T,.

Vu (1.3.2), nous aurons pour chaque se(0, &), 0t & > 0 est assez petit,
17 ell,, t,+T(g)) c'est-a-dire Tl‘ft,‘ < T(g)-
Evidemment, si nous posons t, = 0, alors

.‘n"

i, = .\-1“&'41--1) \ (!';. =h) < \ Ty
o

20
i kul 11

et
n
™ < ET f”vw‘(e.,).

Pour te(t,,t, ,> nous aurons done
< |w(t)|expet < |x(Ty) expeT, < |x (L) expel, <
(1.3.3) ’

< @ A(T,)... A(L)ox|e [\ T, kgt---’l‘(eo)]}.
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Posons
01(09; — ay)
0 = - -
2021'/“b1
(e) = ot p o S, oI AR et
4 Ty g“al 20y, 20y 20’12’
\1
Q(e, T') = exp [(%-l— 021+s)‘7'- % H
\ 20’12;71
et
A = aexp[eT(&)],
alors de (1.3.3) il s’ensuit pour tedt,,t, >:
(1.3.4) lz(t) e < A[wexpe(e)"Q(e, T)...2(, T,).

Nous avons o3 =aitb < da; donc —a, > g, et o,-+a,<0. Il
exigte donc un &,¢(0, &) tel que 8i e¢(0, ¢,) alors a,+ g, + & < 0. Puis-
que T, > n/20,,, nous avons (e, T}) — 1.

Nous avons

il existe «donc un ¢,¢(0,¢,) tel que si c¢(0,¢,) alors @(e) < p(e,) < 0.
Vu (1.3.4) nous avons donc pour tedt,,t, > lm(t)le" < [wexpep(e)]” <
< [wexpep(e,)]".

Done si
(1.3.5) w<1,
alors
(1.3.6) lim z(t)e! = 0.

t—+t o0

(Pour obtenir (1.3.6) il suffit que la condition wexpg(e) < 1 soit veéri-
fiée, mais cela conduirait a des calculs pénibles).
La condition (1.3.5) signifie que

012(02 — ay)

(1.3.7) Y -b-
2a¥ — 0,

- < 1.

En faisant disparaitre les irrationalités dans (1.3.7) on obtient une
inégalité dont le premier membre est un polynome bicarré en a,

(1.3.8)  16(b,— b, — a?)as+ 8b,(4h, — 3b,— 3a3)a;-| b, (4b,— by, —ai)’ < 0.
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Nous avons supposé¢ que
(1.3.9) b,—b, < ai,

done, pourvu que a,| soit assez grand — ce qu’on peut touours supposer —
la condition (1.3.8) est vérifiée, donc aussi (1.3.5), ce qui implique (1 3.6)
pour ¢ assez petit. La solution x = x(t) tend exponentiellement vers zéro.

Les calculs semblables peuvent donner des estimations des valeurs
de z2'(t)expet pour des solutions oscillantes. On peut démontrer que les
dérivées o' = 2'(t) tendent aussi exponentiellement vers zéro.

Remarquons que nous n’avons fait aucune supposition concernant
le signe de a; + b,. On peut avoir ou bien a; | b, > 0 ou bien aj | b, < 0.
Mais pour des |a,| suffisamment grands on aura a;-+ b, > 0. De méme, le
signe de a; | b,, n’a été pris constant que pour fixer les idées.

En résumant tous ces résultats nous obtenons:

Théoreme E1. Si 'équation (1.1.5) vérifie les hypotheésesV (a,, ay, by, I,),
(1.1.1) et (1.3.9), toutes ses solutions avec leurs dérivées premiéres tendent
exponentiellement wvers zéro.

Les remarques du n° 2.6 RS sur I’emploi des hypothéses locales V,,,
s’appliquent aussi ici.

Nous avons démontré au n° 1.5 RS que (1.1.4) est une suite de (1.3.9).
Donc le Théoreme E1 a des hypothéses et la conclusion plus fortes que
le Théoréme D1. Il est probable que les hypothéses du Théoréme D1 suf-
fisent pour que la conclusion du Théoréeme KE1 soit vraie, c’est-i-dire
que, dans les hypotheéses du Théoréme E1 on pourrait prendre (1.1.14)
4 la place de (1.3.9). Nous avons d’ailleurs attiré ’attention du lecteur
(a trois reprises) sur le fait que nos estimations des n 1.2 et 1.3 ne sont pas
les meilleures possibles (contrairement & celles du n° 1.1 et du § 2 RS).

L’hypothése V étant assez compliquée nous énoncerons un théoréme
un peu moins général, mais plus élegant. En tenant compte des raison-
nements du n° 0,3 RS, il s’ensuit immédiatement du Théoréme E1.

Théoréme E1"*. Supposons que la fonction f = f(t,x,z), définie
pour t > 0 et pour tous les x,z, ait des dérivées conlinues et que

f(t,0,0) =0,

10 0
a, < O{H,.r, N<a <0, b, < Bi (tyx,2) < b, <0,

ou a,,a,, b, b, sont des constantes telles que

by,—b, < ai;
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alors toutes les solutions non bhanales de 'équation
z" =f(t9 z, '),

avec leurs dérivées premiéres tendent exponentiellement vers zéro.

L.e lecteur voudra bien formuler ce théoréme pour l’équation liné-
aire (1.5.5) (d’une maniére analogue au Théoréme Bilter RS).

1.4. Une autre condition. Supposons vérifiée ’hypotheése V(a,, a,, by, b,).
Si nous avons

(1.4.1) 611 = a1+ b, > 0,

alors, pour pouvoir appliquer le Théoréeme D1 ou El il faut introduire
une nouvelle constante aje(a,,0), telle que aj |-b, < 0. Mais quand
a, croit absolument nous voyons que B(a,, b,) croit absolument. Il est
done plausible qu’une condition semblable 4 (1.1.4) et n’exigeant que la
condition (1.4.1) & la place de (1.1.2) et de (1.1.3) nous donnera des esti-
mations numériquement préférables pour b,.

Supposons done vérifiées les hypotheéses V(a,, a,, by, b,), (1.4.1) et
(1.1.3). Alors, évidemment, (Ll.1.4) DPest aussi. Considérons une solu-
tion = x(t) de (1.1.5). Si elle n’est pas oscillante, nous montrerons
comme au n° 1.1, qu’elle tend exponentiellement vers zéro. Supposons
done qu’elle soit oscillante. Pour fixer les idées soit #(0) = 0, &' (0) = y>0
et cherchons, comme aux n” 1.2 RS et 2.3 RS, les conditions suffisantes
pour que la valeur absolue du premier minimum a gauche de zéro (elle
sera désignée par M,) soit plus grande que la valeur du premier maximum
4 droite de zéro (elle sera désignée par ).

Nous aurons, pour des ¢t > 0 assez petits, z > 0 et =’ = 2z > 0, done
(1.1.6) et 8i y, = y,(t) est la solution de (1.1.7) vérifiant les conditions
#,(0) = 0, y;(()) — v, les estimations (1.1.8) seront valables pour ¢ = 0
asgez petit.

Pour t < 0 assez petit nous aurons z < 0, ¢’ = 2z < 0 et nous aurons
P’estimation

f(t,®,2) < 2a,z-1 b,x.
Considérons les solutions ¥ = y,(t) de l’équation
y' —2a,y,— by, = 0
qui vérifient les conditions ¥,(0) = 0, y’,(0) = y. Vu le n° 1.1 RS nous

aurons ' () > yi(1), @(t) < ¥a(t), pour ¢t < 0. Evidemment,

Y, (1) = La e'shay,t,  y(t) = —}—e“"sinaut_
JiN o1 012



98 Krazysztof Tatarkiewicz

Nous aurons

' Y
hi(t) = _ealt[alshout+ oy chayt],
011
¥a(t) = _}‘eal'[axsinolzt + 012€080y,1],
2

done, si nous supposons que les extremas qui nous intéressent sont au
points t = T, et t = T,, alors on doit avoir

a,sho,,T,+ o,,¢ho,, T, =0, a,8ina,,T;+ 0,3€080,,T, =0,
donc
O11 Oyg

a,,T, = arctg
—a,, —a,

o, T, = Arth — 7.

Comme au n° 1.2, il s’ensuit que

M, = y,(T)) = ——exp [-a'-Arth i’!’-]-sh(Arth —“‘—‘)

11 -0y —a, —da,
@ —on
Y [al-_ 011] s
atoylatoy '
My, = —y,(Ty) = —y— GXDI i (arctgimé) — ;,_]
—b, O12 A O12

Pour que M, > M,, donc pour que les amnplitudes des oscillations
de z = x(t) décroissent, il suffit que
%1

1b expg[i(m‘,tg‘“g) _j_] oot [41_0111 o

(1.4.2) e—
2 Oy —ay O12 (a,+0n)? a1+011-l

Comme au n° 2.3 RS, nous pouvons montrer que si la condition
(1.4.2) (qui est une condition implicite sur b,) est vérifiée, non seulement
les amplitudes des oscillations successives décroissent, mais elles sont
majorées par une suite géométrique de quotient < 1, donc elles tendent
vers zéro.

On peut faire des calculs semblables pour les dérivées des solutions
x = x(t) et on obtient le théoréme suivant:

Théoreme F1. 8i I'équation (1.1.5) vérifie Uhypothése V(a,, a,, by, b,),
(1.4.1), (1.1.3) et (1.4.2) toutes ses solutions, avec leurs dérivées premiéres
tendent vers zéro.
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La condition (1.4.2), qui est une condition implicite (elle est analo-
gue non pas a la condition (1.1.14), mais & (1.4.3) RS), est plus avanta-
geuse au point de vue de I’estimation que (1.4.3) RS, mais beaucoup moins
maniable qu’elle.

\

1.5. Les équations non oscillantes. I1 nous reste encore & étudier
le cas ol aj; = aj+b; > 0. 11 suffit donc de supposer que

(1.5.1) o =alt+ by, >0,

car alors o;; > 0.
Puisque toutes les équations '’ —2a,w’—Dbjw = 0 auront comme
solutions

(1.5.2) w(t) = expa;t- [¢,8hayt - cychoyt],
en admettant ’hypothese V(a,, a,, b,, b,) et en employant nos méthodes
de majoration des solutions r = x(t) de (1.1.5) par les fonctions w = w(t),

nous verrons que ces solutions ont les mémes propriétés asymptotiques
que les fonctions (1.5.2), c’est-a-dire nous avons:

Théoréeme G1. 8i Déquation (1.1.5) vérifie Uhypothése V(a,, a,, by, b,),
(1.1.1) et (1.5.1) toutes ses solutions (avec leurs dérivées premiéres) tendent
erponentiellement vers zéro (powr t-—> -+ oco).

En plus, les solutions non banales et leurs dérivées pour t > — oone
sont pas e-bornées pour ¢ > 0.

Chaque solution non banale est pour (—oo, + co) on bien monotone et
ne change pas de signe, ou bien elle a un evtremum et change wune fois de
signe.

I1 serait superflu de formuler ici un théoréme analogue au Théoréme
KE1°" mais nous allons le formuler pour les équations linéaires:

Théoreme G1''. Si a = a(t), b = b(t) sont deux fonctions conti-
nues
(1.5.3) a, <a(t) <a, <0, b, <b(t) <bh <0,

oW a,, @y, by, b, sont des constantes telles que
(1.5.4) ai-+b, >0,
toutes les solutions de 1'équation

(1.5.5) z'’'—2a(t)x’'—b(t)x = 0

tendent (pour t —> -+ oo) exponentiellement premicres avec leurs dérivées,
vers z2éro et sont monotones pour des t assez yrands (dépendant de la
solution).
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11 est probable qu'au lieu des hypotheses (1.5.3) et (1.5.4) il suffirait
de supposer 'existance de deux constantes a, et ¢ > 0 telles que

(1.5.6) a, <a(t), b(t) < —e, a?@t)|b(t) > ¢,

(alors évidemment a(t) << — V2 < 0 et —ai+¢& < b(t)) et la conclusion
du théoréme G1%* resterait vraie, (on peut facilement formuler un problé¢me
analogue pour l'équation non linéaire (1.1.5)). S’il en était ainsi, alors
dans le Théoréme TIT de mon travail [6] (p. 62),
dans le cas W2, 2, ’hypothése B2 serait superflue.
Les conditions (1.5.6) déterminent un ensemble
du plan (a,b) dans lequel la courbe a = a(t),
. 2 b = b(t) doit étre immergée. Il est probable que
ks I’on pourrait ajouter & cet ensemble un rectangle
b2 (@gy @y) X (byy by, O by > Bay, by), a4, <0, b, <0
et on peut avoir aj + b, < 0 (voir la figure).

1.6. Le cas a, > 0. Dans le cas
(1.6.1) 0<a,<a, b <b<0

les résultats obtenus pour les ¢quations qui admettent des solutions
non oscillantes sont analogues i ceux qu’on obtient pour des équations
n’admettant que des solutions oscillantes (voir § 3 RS). On a:

Théoreme D2. 8i Véquation (1.1.5) vérifie Vhypothese V(a, ay, by, b,)
et les conditions (1.6.1) et (1.1.14), alors toutes ses solutions non banales
avec leurs dérivées premicres ne sont pas bornées.

On peut aussi touver une estimation de la distance des zéros conaé-
cutifs (8’ils existent).

Il est probable que, sous les hypothises de ce théoréme, les solutions
non banales soient non seulement non bornées, mais aussi non e-bornées
pour £ > 0. A ce sujet nous pouvons énoncer le théoréme suivant:

Théoréme E2. 8i Déquation (1.1.5) vérifie Uhypothése V(a,, a,, by, b,)
et les conditions (1.6.1) et (1.3.9), toutes ses solutions non banales, avec
leurs dérivées premiéres ne sont pas e-bornée pour ¢ > 0.

Si a2t b, <0, a; b, >0 et si une condition semblable i (1.4.2)
est vérifiée, il n’y aura pas de cotre-resonance et un théoréme analogue
au Théoréme F sgera vrai.

Enfin on a:

Théoreme G2. Si Déquation (1.1.5) vérifie Uhypothése V (a,, a,, b, b,)
et les conditions (l.6.1) et
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a;+b, > 0,

les valeurs absolues de toutes les solutions non banales avec leurs dérivées
premieres croissent exponentiellement pour t -+ + oo,

En plus, pour t-> —oo, toutes ses solutions, avec leurs dérivées
premiéres tendent exponentiellement vers zéro.

Chaque solution non banale est, pour (— oo, + oo), ou bien monotone
et ne change pas de signe, ou bien elle a un extremum et change une
fois de signe.

I1 est superflu de formuler ici des théorémes locaux et des théorémes
plus simples, mais plus faibles, analogues anx Théorémes B1* RS et
B1'" RS. Remarquons seulement qu’on peut poser un probléme ana-
logue a celui du n° 1.5: 8i I'équation (1.5.5) vérifie les hypothéses (1.6.1)
et (1.5.6) la conclusion du Théoréme G2 reste-t-clle vraie ?

1.7. Une transformation. Soit 1’équation
(1.7.1) =il 2, )
I'aisons un changement de variables
(1.7.2) T=—1t, ¥y(r)=2x(—1)

De (1.7.1) nous obtenons I'équation

(1.7.3) Y=gty y,¥)
ou
(1.7.4) p(Ty2,2) = f(—1,2, —2).

La formule (1.7.1) montre que si I’équation (1.7.1) vérifie I'hypothese
V(a,, a,, b, b,), avec a; <a, <0, alors (1.7.3) vérifie I’hypothcse
V(—a,, —a,,by,b,), avec 0 < —a, <~ —a,. En tenant compte de
(1.7.2) nous voyons que, sous les hypotheéses du n° 1.6, les résultats des
numéros 1.1 — 1.5 obtenus pour t > { oo s’appliquent pour t > — oo,
ot inversement, les résultats du n° 1.6 obtenus pourt -> | oo s’appliquent,
sous les hypotheses des numéros 1.1. — 1.5, pour ¢ -» —oo (comparez,
par exemple, les Théorémes G1 et G2).

De méme nous voyons que sous les hypothéses du § 3 RS les résultats
du §2 RS s’appliquent pour ¢ > —oo et inversement, sous les hypothe-
ses du §2 RS, les résultats du §3 RS s’appliquent pour ¢ > —oo.
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2. Exemples et applications

2.1. Le but de ce paragraphe. Dans ce paragraphe nous allons
montrer par quelques exemples que si 'on omet certaines hypothoéses
dans les théorémes de ce travail et ceux de mes travaux [6] et [9], ces
théoré¢mes deviendront fawr. Nous avons eu soin de donner comme exem-
ples des équations solubles par quadratures, donc ayant des solutions rela-
tivement simples et pouvant servir aussi a d’autres buts.

Le numéro 2.7 est consacré 4 une application physique.

2.2. Exemples avec a = a(t) non bornée. Considérons 'équation

1 2
(2.2.1) z" 4 [12 T o3 ]Jf' Fe=0.

11 est facile & voir qu’elle & comme systéme fondamental

t
; {8 ) B2 T " 72 1 d
= exp|— — xy(t) = exp| — —]- )X + —}dz.
() = exp|— ), p|—g) | rexp |5+ o
Nous avons lim z,(f) = 0 et limz,(t) = 1, o, = x,(1) est méme e-bornée
tto0 ‘—»[v—m

pour tous les ce(— oo, + o0).
Les coefficients de 1’équation linéaire (2.2.1), écrite sous la forme
(1.5.5), c’est-a-dire

(2.2.2) "’ —2a(t)x’'—b(t)x = 0

sont a(t) = —1/2(t2+¢-2—2¢"1), b(t) = —1. Nous avons b(t) = —1

et lima(t) = — oco. Ou bien si Iéquation (2.2.1) est considérée sous la
oo

forme (1.1.5), alors df/dx = —1,0f/0z = —(t*+t2—2t"!), et nous

pouvons poser b, = —1 = by, @, = —1 (par exemple pour ¢ > 2), mais

il n’existe pas un a, pour lequel I’hypotheése V(—1,a,, —1, —1) serait
vérifiée.

Pour que les Théorémes D1, El, F1 et G1 restent vrais, on ne peut
pas omettre dans leurs hypotheéses la condition qu’il existe une constante
a, telle que a, < of(t, z, z) [0z et pour que les Théorémes F1%F etec. restent
vrais la fonction a = a(t) doit étre bornée. Ce résultat est connu —mais
jusqu’ici il était une conséquence des théoréemes non élémentaires de
M. Opial [3] (voir aussi Bellman [1}, p. 137).

Un exemple semblable, celui de ’équation o’* — (12 + t=2 | 2t-)a’ +ax = 0
ou a(t) = }(*+t2+2t7') > | oo, b(t) = —1 < 0 et dont le systéme
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fondamental est
x,(t) = exp }13 - + oo,

~

Ty(t) = expgts-f lexp—[t3/3+ 1/r]dr > 1,
¢

montre que les Théorémes D2, E2, G2 cessent d’étre vrais si 'on omet
dans leurs hypothéses la condition qu’il existe une constante a, telle
que df(t, x, 2)/0z < a,.

23. Le signe de a = a(t). Des exemples banals (2" +z = 0)
montrent que les Théorémes Bl et B2 RS ne sont plus vrais si 1’on omet
I’hypothe¢se que a, < 0 ou 0 < a, respectivement. Ce qui correspond
pour ’équation linéaire (2.2.2) & la supposition que |a(t)] > A > 0. Des
exemples un peu plus compliqués montrent que la condition |a(t)| > 0
(dans le cas d’une équation linédaire (2.2.2)) ne suffit pas.

2.4. Exemples avec b = b(t) non bornée. Considérons 1’équation
'’ —(1--2a)x’ — (a— a2 —e*)x = 0,
ol a est une constante. Elle a comme solution générale
(2.4.1) w(t) = e “[e,8ine + cycose],
dont la dérivée est
z'(t) = —ae " [¢;8ine + ¢ cone ]+ el' " [¢,cose' — ¢, 8ine'].

Posons a(t) = 1/2—a (c'est une function constante, danc bornée),
b(t) = a—at—e* et o%(t) = —a(t)—b() = —1/4+€*, oh o(t) > 0.
Nous avons o2%(t) = § >0 pour t >0 et

(2.4.2) limb(t) = — oo

t—o0

pour chaque a, done b(¢) < b, < 0 pour t assez grand.
Remarquons que pour chaque constante x, > 0

(2.4.3) [{Infa(?)[]] =0 < x,0(t),

Nous avons aussi (pour a # 1/2)

(2.4.4) r) 7 a.:“ [Ine%(t)] = 2(1 /2—a)'1(1—l/4e—2t)_
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Nous voyons que pour ae(0, 1/2), nous avons a(t) > 0 et les solu-
tions tendent vers zéro (méme exponentiellement). Il fant pourtant
remarquer que leurs dérivées ne sont méme pas e-bornées pour & > 0,

Si a = 0, les solutions sont bornées.

Enfin, 8i ae(1/2, 1) et par suite a(t) < 0, les solutions tendent expo-
nentiellement vers zéro, mais leurs dérivées ne sont méme pas e-bornées
pour ¢ > 0.

Si a(t) > 0, done s8i a < 1/2, on a I'(t) > 0 pour ¢t > 0.

D’aprés (2.4.2), les hypotheses des Théoremes B1 et B2 RS ne sont
pas vérifiées. Mais il résulte de (2.4.3) et de (2.4.4) que les conditions
B33 de mon travail [6] sont remplies. Nous voyons donc que si I'on rejette
dans les cas W3,1 et W3,2 du Théoréme III du travail cité I’hypothése
que b = b(t) soit bornée, ce théoréme (dans ces cas) cesse d’étre vrai.

Iinfin, remarquons qu’on peut mettre chaque solution (2.1.1) sous la
forme

o(t) = Ae “gin(é | ),

ol 4, 6 sont des constantes (de << 0, ). Si nous désignons par ¢, le k-iéme
zéro d'une solution non banale (4 # 0), alors

I, = In(kn—9),
done
beyr— 4 — 0.
Dans le Théoreme A RS nous avons donné une limite supérieure
pour D’expression t, ,—t;. Cet exemple montre que, sous les conditions
du Théoréeme A RS (elles sont — comme on peut le voir facilement —

verifiée par notre exemple), il n’existe pas de constante h > 0 indépen-
dante de k et telle que h << t;,,— 1.

2.5. Exemples relatifs aux hypothéses B33. Considérons 1’équation

(2.5.1) 2 —2a(t)s’ —b(t)x = 0,
ol
| 1 b2cos wl |
g B(1-+sinwt)]{-— =
a(t) 5 [b+4B(1-4sinw )]{ 5[b- B(1. sinot)]? ]l,
b(t) = —[b+ B(1 4 sinwt)]?,

les nombres b > 0, B > 0 étant des constantes et o = b2/28.
Soit
(2.5.2) £(t) = [V |b(t)dt = c+ (b+ B)t—2B*b 'coswt
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ol ¢ est une constante. Soit t = £_,(&) la fonetion inverse de & — &(t).
Posons y (&) = x(E_,(E)). Nous aurons alors

(2.5.3) z(t) = y(&(1))
et la fonction y = y(£) vérifiera ’équation
(2.5.4) y'+y'+y =o0.

D’aprés (2.5.3) et (2.5.4), la solution générale de (2.5.1) sera
x(t) = Aexpi[— (b - B)t-+ 2B2b 'cosmt]-

V3
-sin([(ﬂ (b B)t—2B2b 'coswt) = )1

ot 4, 4 sont deux constantes (la constante ¢ de (2.5.2) est amalgamée
avec elles). Done, toutes les solutions de (2.5.1) (et leurs dérivées) sont
des fonctions e-bornées pour ¢ > — (b | B)/2, donc elles tendent expo-
nentiellement vers zéro.

Observons que

o2 (t) = —a?(1)—b(1) — 4001 B(14sinwt)]2(o—3)(p + 1),
ol
_ b2cos wt
© T 2B sinoy]

donc ge0,1/2, et nous voyons que o2(t) > 5b%/16 > 0.

De plus
by 5 —(b+2B) < b(t) < — b2 70 <0
et

3 ] b
._A2 ﬁ —'i(b”‘{‘2B) ~ a(t) < —.l '}? —Al< 0.

Les amplitudes des oscillations de b(t) peuvent étre aussi grandes
qu’on veut, donc 1’hypothese

(2.5.5) b, > B(a,, b))

peut ne pas étre vérifiée, et pourtant les solutions tendent exponentiel-
lement vers zéro. 11 était d’ailleurs presque évident qu’une telle situation
peut se présenter effectivement.

1l est plus intéressant qu’a ’aide de pénibles calculs on peut montrer
que pour certaines valeurs de B les conditions B3 de mon travail [6]
ne sont pas vérifiées. Donc dans les cas o —A; < a(t) < —A4, <0 et
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A4 = a?(t) -+ b(t) < 0 les conditions B3 ne sont pas nécessaires pour que
les solutions de (2.5.1) tendent exponentiellement vers zéro.

2.6. Résumé. A D'aide d’exemples semblables on peut montrer que
les conditions B3 de mon travail (6] peuvent étre vérifiées — par exemple
pour a(t) < 0 — alors toutes les solutions tendent exponentiellement
vers zéro, et pourtant la condition (2.5.5) n’est pas vérifide.

Il existe donc des équations vérifiant les hypothéses du Théoréme
Bl RS (ou B2 RS), sauf la condition (2.5.5) (¢’est-a-dire sauf (1.5.9)
RS) et vérifiant toutes les hypotheéses du Théoréme III du travail cité;
il en existe d’autres qui vérifient toutes les hypotheses du Théoréme B1
RS (ou B2 RS) et ne vérifient pas celles du Théoréme LI (évidemment
elles ne vérifient alors pas les conditions B3).

2.7, Une application. Considérons comme application la mise en
mouvement d’une balancoire. Pour avoir un modele idéalisé, supposons
que ce soit une balancoire sans masse, le long de laquelle se meut un
point matdériel pesant de masse m et aceroché a I'extrémité d’un fil inéx-
tensible, passant par un anneau attaché a 1’axe de révolution de la balan-
coire (ligne des gonds). Ce fil (sans masse) se meut dans un plan vertical
de telle maniére que pour chaque t la distance entre le point matériel
et 'anneau soit égale a I(t), ou I = I(t) est unc fonction dérivable,
donnée a 'avance. Supposons de plus que la balaicoire soit sous 'action
de la force de frottement des gonds lubrifiés, ayant le moment égal a
—2ag’ (ol a > 0 est une constante et ¢’ est la vitesse angulaire de la
balancgoire).

Introduisons un systéme de coordonnées, tel que l'anneau soit son
origine, que les oscillations de la balancoire aient lieu dans le plan x; = 0
et que la force de la gravitation ait les coordonnées 0, —mg, 0. Alors
les liaisons (rhéonomes) de notre balancoire peuvent étre données sous
la forme

x, = l(t)sing, =, = —I(t)cosq, &3 =0,
ou ¢ est 'angle entre la verticale et la direction de la balancoire (du fil
auquel est suspendue la masse).
Posons
2U

g . 3
(2.7.1) flt,q,q) = — “l—q'—‘l!smq—2aq ;

alors, aprés des calculs faciles nous obtiendrons comme équation de
Lagrange du probléme

(2.7.2) ¢ =fltyq,q).
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Nous aurons

of u 1 Jf
— = — = (08 — = —(Inl)’ —a.
aq l o 2 dq’ S by
Nous voyons, que s8i ¢ est suffisamment petit en valeur absolus,
par exemple 8i |¢| < }=, nous pouvons admettre b, = —g/l,, b, =
= —g/lgy 2, o I, et [, sont les limites de I = I(t), c’est-a-dire que
(2.7.3) 0<l, <) <.
Supposons en plus que
L
(2.7.4) f < (Inl) - =y
o fle(—a/2,a/2) est une constante. Alors, si nous posons a, = —a— g,
a, = —:a DI'hypothese V(a,,a,, b,,b,) sera vérifiée. Dons, si a? <

< ig /91,2, toutes les solutions de ’équation (2.7.2) (pour n’importe quelle
fonction I = I(t) vérifiant (2.7.3) et (2.7.4)) seront oscillantes et, en appli-
quant notre Théoréme B1 RS, on peut donner une condition portant sur
b, — donc aussi sur [, (lorsque b, — donc aussi I, est fixe) — telle que
les amplitudes des oscillations doivent décroitre (et la mise en mou-
venent de la balancoire ne soit pas possible).

En supposant que la balancoire est encore soumise a la force de la
résistance de 1'air, nous obtenons un résultat qualitativement semblable.
Mais, si nous supposons que les gonds ne sont pas lubrifiés, et donnent
une force de frottement sec, ayant le moment égal & pq’/|q|, nous obte-
nons comme équation du mouvement

2Uq q ;
(2.7.5) q’ = IL — ';uiuq - u z]!.

Cette équation ne vérifie pas aucune hypothese V(a,, ay, b,, b,) mais
elle (ou plus tot une équation ayant le socond membre continu et appro-
ximant convenablement le second membre de (2.7.5)) vérifie une hypo-
thése W(a,, a,, b,, b,, N) et on peut appliquer le Théoréme C1 de mon
travail [10].

3. Considerations méthodologiques

3.1. Les hypothéses des théorémes. Considérons — pour fixer les
idées — une équation linéaire du second ordre

(3.1.1) @' —2a(t)a’ —b(t)z = 0.
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Des hypothéses des théorémes concernant les propriétés asympto-
tiques de cette équation peuvent étre de types les plus variés. Elles peu-
vent contenir des conditions qui s’expriment par les propriétés de 'équa-
tion (3.1.1) considérée comme une entité, et ne dépendant pas explici-
tamment des fonctions a = a(t), b = b(t) (par exemple ,,8¢ les solutions
de (3.1.1) sont oscillantes, alors...”), ou des conditions s’cxprimant par
des propriétés des fonctions a = a(t), b — b(t) seules, de leurs dérivées,
intégrales, etc.. Les conditions que doivent vérifier a = a(t), b = b(t)
peuvent étre — elles aussi — de types vari¢s. Klles peuvent concerner
les ensemnbles du plan (a, b) dans lequel les courbes K données par les for-
mules paramétriques

(3.1.2) a=a(), b=Dbh(t

doivent étre contenues, ou encore d’autres propriétés de ces fonctions
(périodicité, croissance, etc.).

3.2. Les classes d’hypotheses. Voici quelques classes, les plus im-
portantes, d’hypothéses concernant les ensembles du plan (a, b) dans
lesquels les courbes K doivent étre contenues.

Classe 0. Les conditions du type a(t) > @, b(t)—b (o @ et b sont
deux constantes, pour t > + oco. On peut appeler théorémes microlocaur
les théorémes qui les contiennent.

Classe 1. Les conditions relatives aux limites des fonetions a = a(t),
b = b(t) & part. Aux hypothéses de cette classe correspondent au point
de vue géométrique des rectangles dans lesquels K doit étre contenue.

La classe 1 peut étre subdivisée en sous-classes. Les hypothéses appar-
tenant aux diverses sous-classes auront des quantificateurs différents.

Sous-classe 1,1. 1l existe des nombres fixes a;, b; (ou bien une
famille 4 un parameétre de tels nombres) tels que

(3.2.1) a, < a(t) <a, b, <~b(t) <bh,.

Sous-classe 1,2. Pour chaque couple a,, b, (ou bien pour chaque couple
ay, b, contenu dans un ensemble du plan (a, b)) il existe un couple
a, = A(a,, by), b, = B(a,, b,) tels que (3.2.1) soit vérifiée, ou bien pour
chaque triple a,, a,, b, il existe un nombre b, = B(a,, a,, b,) tel que
(3.2.1) soit vérifiée. On peut appeler théorémes locaur les théorémes con-
tenant ces hypotheses.

Sous-classe 1,3. Pour les fonctions a = a(t), b = b(t) il existe des
nombres a;, b; (qui peuvent avoir & vérifier certaines conditions supplé-
mentaires ou peuvent ne pas étre finis) tels que (3.2.1) a lieu.
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Si nous désignons par T les conclusions des théorémes, les théorémes
dont les hypothéses appartiennent aux sous-classes 1,1, 1,2 et 1,3 auront
la forme symbolique abrégée:

1,1: (a,, ay, by, by)-[a(t), b()]-(3.2.1)D T
1,2: [a,, by ] (ag, by)-[a(t),b(t)]-(3.2.1)D T
1,3: [a(t), b(t)]-(ay, agy by, b,)-(3.2.1)D T.

ol les symboles (...) et [...] désignent le quantificateur existentiel et
le quantificateur général respectivement.

Clagse 2. Les conditions
(3.2.2) IIla(t), b(t); ¢,y ;] > 0,

ou Il est indépendante de t et ¢; sont des constantes (qui peuvent véri-
fier des conditions supplémentaires). Aux hypotheéses de cette classe
correspond au point de vue géométrique un ensemble du plan (a, b) (en
général il n’est pas un rectangle), dans lequel la courbe K définie par
la formule (3.1.2) dois étre contenue.

On peut subdiviser la classe 2 de différentes manieres. Par exemple
de la méme maniére que 'on a divisé la clagse 1 au point de vue des quan-
tificateurs appliqués aux fonctions a = a(t), b = b(t) ot aux constantes
a;, b;: on peut subdiviser la classe 2 en sous-classes 2,1, 2,2 et 2,3. On
peut aussi le faire au point de vue de la fonetion /1, qui peut étre liné-
aire, algébrique, etc

Classe 3 Les conditions
(3.2.3) Pty a(t), b(t) s ¢, 5] =0,

oil ¢ sont des constantes. L’interprétation des hypothcéses de cotte
clagse est incommode dans le plan (a, b). Par contre elle est aisée dans
I’espace (a, b, 1).

La clagse 3 peut étre subdivisée de la méme maniere que la classe 2.

3.3. Les relations entre les hypothéses. Pour certains théorémes,
qui sont les meilleurs possibles dans une classe d’hypotheses, il peut
exister des généralisations dans d’autres classes Par exemple, dans un
théoreme dont les hypothéses sont de classe 1,2, le rectangle (a,, a,) X
% (by, by> qui doit contenir la courbe K peut avoir une grandeur maxi-
male pour que la conclusion reste vrai et cependant il peut exister des
engembles plus grands que ce rectangle, tels que, si K y est contenu, la
conclusion reste vraie Iin substituant cet ensemble au rectangle dans
les hypothéses du théoréme, nous obtiendrons un théoréme de classe 2
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3.4. Les théorémes connus. Les théorémes avce les hypothoses de
classe 0 (théorémes microlocaux) abondent depuis les travaux de Poin-
caré sur les propri¢tés asymptotiques de D’équation (3.1.1) (pour quel-
ques informations bibliographiques voir mon travail [7], o j’ai traité
un systéme d’équation d'ordre =, en démontrant quelques théorémes
microlocaux).

Les conditions des classes 1, 2 et 3 sont trés faibles. Ce n’est que
dans les 10 dernicres années que 'on a démontré des théorémes, dont les
hypothéses appartiennent & ces classes. Auparavant on faisait des
hypothéses supplémentaires (par exemple, la périodicité des fonetions
a = a(t) et b=b(t), leurs croissance, etec.), ce qui conduisait i des
théorémes plus faibles, mais plus faciles & démontrer et parfois intéres-
sants et susceptibles d’applications; mais ces théorémes ne seraient plus
vrais sous les seules hypothéses du type de classe 1—3 (voir, par
exemple, Einaudi [2])

Un théoréme avec hypotheéses de sous-classe 1,1 & été démontré pour
I’équation (3.1.1) par Starzy1ski [4] (voir aussi les travaux de V. M. Vino-
grad cité dans [8]). Un autre théoreme concernant une équation liné-
aire du troisieme ordre, avec des hypothéses analogues i la classe 1,1
a 6été établi par Starzynski [5] (¢’est I'unique théoréme connu jusqu’ici
sur les propriétés asymptotiques des solutions des équations différen-
tielles d’ordre > 2 et dont les hypothéses sont de classes 1—3).

Dans le présent travail et dans notre travail [9], nous avons énoncé
des théorémes, qui ont — sauf les Théorémes G1 et G2 — des hypothé-
ses de sous-classe 1,2 (c’est-a-dire ont des hypothéses locales), avec la
condition supplémentaire b, < 0. Nous avons aussi démontré (voir
n° 2.5 RS) que les résultats obtenus sont les meilleurs dans la classe 1 (les
hypothéses de ces théorémes ne pouvent pas étre de sous-classe 1,3 —
voir n° 2.5). Les théorémes G1 et G2 ont des hypothéses de sous-classe
1,3 et sont les meilleurs dans la classe 1 (voir n° 2.4).

Mais on pourrait certainement trouver de meilleurs résultats dans
les classes 2 et 3. On pouwrrait — pour mieux illustrer cette situation —
énoncer ces hypothéses d’une facon plus géométrique. Nos théorémes
(par exemple, les Théoremes A RS, B1 RS,... D1,... etec.) sont équiva-
lents aux théorémes de la forme ,Pour chaque point (a,, b,)eA ot A est
un ensemble donné, il existe un rectangle R = {(a,, a,> X (b,, ;) tel
que si I{ C R, alors T a lien” (ot T désigne une conclusion). Il est pro-
bable que ’on obtiendrait des théorémes vrais en remplacant des hypo-
théses par des hypothéses plus faibles: ce seraient probablement des
théorémes de la forme: ,Pour chaque point (a,, b,)c4 il existe un ensem-
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ble B (tel que (a,,b,)eB, RC B ot R # B) et tel que si K C B alors T
T a lieu”. Ces théorémes seraient des théorémes avee hypothéses de classe
2

Des théorémes ayant les mémes conclusions que ceux de ce travail
ont ét¢ démontrés pour b; < 0 dans mon travail [6], aussi sous des condi-
tions de sous-classe 1,3, mais évidemment avec des hypothéses supplé-
mentaires concernant les dérivées des fonetions a = a(t), b= >b(t). Nous
avons démontré (voir §2) que ces conditions supplémentaires n’impliquent
pas des conditions de la sous-classe 1,2.

Pour le cas b, > 0, j’ai démontré dans le travail [6] des théorémes
avec¢ hypothéses de sous-classe 1,3 (Théoréeme I1I). Dans cette classe
(comme le montrent des exemples, voir [11]) ils sont les meilleurs
possibles. Dans le travail [11] j’ai démontré, dans le cas b, > 0, des
théorémes avec hypotheses de sous-classe 2,3 ot pour chaque couple
¢y, €y, la courbe /I — 0 était composée de deux demi-droites (cas quasi-
linéaire). C’est le meilleur résultat possible dans cette sous-classe (2,3
(et dans la classe 2) si nous ne considérons que des hypothéses quasi-li-
néaires (et linéaires).

Les théorémes dont les hypothéses sont de classe 3 peuvent étre com-
parés & des travaux d’orfévrerie. De tels théorémes sont pourtant con-
nus — voir par exemple Opial [3] (dans son travail I'operation ¥ de
(3.2.3) contient pourtant une intégrale et il y a des hypothéses supplé-
mentaires relatives & b = b(t)) et mon travail [8] (non pour I’équation
(3.1.1), mais pour une équation de premier ordre).

3.5. Un probléme. Soit ’équation différentielle
(3.5.1) 2™ —a, ()™ V. a, (e —a, )z =0,

généralisant DP’équation (3.1.1).
Considérons 1’équation algébrique en A:

P —a, (A" = —ay(t)A—a,(t) = 0.

Elle admet exactement n solutions 4; = A;(a,, @yy ..y @), ¢ = 1,2, ..., 0.

Nous appellerons cellule de rang k et désignerons par Z{" ensemble
de Despace FE = (a,,...a,), & n dimensions, pour lequel exactement
k fonctions RK’A;(a,, ..., a,) sont positives, (ou R’A est la partie réelle
de A, voir mon travail [8]).

Désignons par Z{") Dlensemble des points appartenant a Z{, pour
lesquel toutes les fonctions 4; = 4;(a,,...,a,) i =1,...,n sont réelles.
Posons Z{® = Z{" —Z§" .

Il peut arriver que Z{® = Z{", par exemple pour n =2, k = 1.
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La courbe de l’espace E représentée par les équations paramétriques
a=ua), 1=12,...,n,

gera designé par K.

Dans mon travail [8] j'ai posé la question suivante: si K C I’Z{"
o I’Z désigne l'intérieur de l'ensemble Z (et eventuellement si K est
bornée), existe-t-il une famille & k paramétres exactement de solutions
de (3.5.1) qui tendent exponentiellement vers zéro? Les résultats de ce
travail montrent que la réponse est négative.

Mais il semble assez problable que:

1. Si la courbe bornée K CI’ZYY) (on pourrait affaiblir la condition
que K soit bornée — voir [6] et [11]; mais on ne pourrait pas se passer
enticrement de cette hypothése — voir les exemples du travail [11]),
il existe une famille 4 k parameétres exactement de solutions de (3.5.1)
qui tendent exponentiellement vers zéro (done que des hypothéses de
sous-classe 1,3 ou 2,3 peunvent suffire).

2). Si un point (al, ..., an)e’Z{ | il existe un 4 tel que si

KC <a(1’—6’a(:) [‘5\X...X<a2—é,a‘:‘_ Fo).

il existe une famille & £ parametres exactement de solutions de (3.5.1)
qui tendent exponentiellemt vers zéro (donec que des hypothéses de sous-
-classe 1,2 ou 2,2 peuvent suffire — nous savons que si clies sont de sous-
-classe 1,3, done aussi de sous-classe 2,3 — elles ne suffisent pas).

BIBLIOGRAPHILE

[1] Bellman, R., Stability theory of differential equations, New York, 1953,

[2] Einaudi, R., Sulle vibrazioni quasi-armoniche di wn sistema dissipativa, Atti
Inst. Veneto Sci., 95 (1936), p. 425—444.

(8] Opial, Z., Sur Uallure asymptotique des intégrales de Uéquation différentielle
w”’+a(t)u’ + b(t)u = 0, Bull. Acad. Polon. Sci., CL. 111, § (1957), p. 847—853.

[4] Crap®unHcruit, B. M., Jocmamounne ycaoeus ycmotivueocmu odnoii Mmera-
Huueckoli cucmemu ¢ odnoii cmenennio ceoGodm, llpuxia. MarevarTura u Mexanuia,
16 (1952), p. 369 — 374.

[8] 06 ycmoiivuscocmu Heycmanosuguiurcs Adeuncenuit 6 odnwom cayvae, [ipuna.
MaremaTuka u Mexauuka, 16 (1952), p. 500—504.

[6] Tatarkiewicz, K., Sur Uallure asymptotique des solulions de Uéquation diffé-
rentielle de second ordre, Ann. Univ. Marine (uric-Sklodowska, Sectio A, 7
(1953), p. 19—81.

Propriétés asymplotiques des systémes d'équations différentielles ordinaires

presque linéaires, Ann. Univ. Mariae Curie-S8klodowska, Sectio A, 8 (1954),

p. 26—69.

(7]



Sur les mouvements sous l'influence des forces élastiques généralinées 113

[8] ——— Quelquex exemples de Uallure asymplotique des solutions d'équations diffé-
rientielles, Ann. Univ. Mariae Curie-Sklodowska, Sectio A, 8 (1954), p. 105—133.

[9] -—— Sur la résonance de seconde espére, Ann. Univ. Marine (‘urie-Sklodowska,
Sectio A, 13 (1959), p. 33—74.

[10] Sur une équation généralirant les équalions linéaires avec second membre,
Ann. Univ. Mariae Curic-Sklodowska, Sectio A, 13 (1959), p. 75 —85.

(11] Un cas de stabilité conditionelle, A paraitre dans Ann. Univ. Mariae Curie-

Sklodowska, Sectio A. 14 (1960).

Streszczenie

Paragraf 1 pracy tej poswigcony jest badaniu wlasnoéci asymptotycz-
nych réownania rézniczkowego
(D z'! =f(t,.’L‘,.’E'),

gdzie funkcja f = f(t, z, 2) jest okreflona i ciagla dla ¢ = 0 i dla wszyst-
kich z, 2z, przy czym

(2) f(t,0,0)=0,
of
(3) 5% <5

i nie robi si¢ zadnych zalozen gwarantujgcych oscylacyjnoéé rozwig-
zan rownania (1). Zamiast (2) i (3) mozna zreszta zrobi¢ nieco stabsze
acz bardziej skomplikowane zalozenia.

Paragraf 2 podwiecony jest omdiwieniu kilku rownan, ktore rozwig-
zujg sie elementarnie, a wiee daja sie blizej zbada¢ we wzglednie prosty
8posob.

Natomiast ostatni paragraf 3 poswiecony jest probie klasyfikacji
twierdzen o wlasnosciach asymptotycznych réwnan rézniczkowych.

Pealove
§ 1 atoi paGoTur MOCBAILEN HCCAEQOBAHUI0 ACHMNTOTIYECKHX CBOMACTB
anddepennnanbioro ypaBHeHUH
(1) z' = f(t,z, ")
rae ¢pyukuus f = f(t, z, 2) onpenesena u HenmpephiBHa miA ¢t = 0 u peA-
KuX = u z npuuém f(¢, 0,0) = 0 u df/dz < 0 nin, BO3MOKHO, [ BHINOJI-

L}
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HAET HECKOiIbKO (oJjee cilalbic yC:10BMsi. 3aTO He [C/1aeM PeOChLIOK,
rapaHTUpyOIIUX KosiebaHue pelueHuit ypaBHeHus (1).

§ 2 HOCBALIEH OroBOPEHMI0 HECKOILKMX YypaBHeHWi, KOTOpble peria-
I0TCA 3JICMEHTapHO, Tak YTO MOKHO HX MCC/Ie{0BAaTh CPABHHUTEILHO 1IPO-

CTBIM crocoGom.
[Tocepuuit § 3 mocBsmEH IONBITKE KiaccuPHUIMPOBATL TeopeMbl 00

aCUMITOTHYECKHX cBoiicTRAX jindipepeniiuanbHbIX ypaBHeHUI.



