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0.1. Introduction. Soit une équation linéaire de second ordre
& coefficients constants

(0.1.1) z'—2ar'—bxr = 0,
ol
(0.1.2) ' o =—a’—b>0 et a<O0;

toutes ses solutions sont oscillantes et e-bornées pour ¢ > g, oll g < 0
(¢’est-a-dire tendent exponentiellement vers zéro).
Par contre 1'équation

(0.1.3) o' —2ax" — bx = g(t)
ol les nombres a, b vérifient (0.1.2) et la fonction g est périodique, de
période w proche de 27/s, peut avoir des solutions oscillantes dont ’ampli-
tude ne décroit pas vers zéro. Cet effet est appellé résonance (de premiére
espéce).
L’équation linéaire
(0.1.4) ' —2a(t)x’' —b(t)x =0
ou les fonctions a = a(t) et b = b(t) sont continues et vérifient des con-
ditions analogues aux conditions (0.1.2), a savoir
(0.1.5) al(t) = —a(t)—b(t) =c*>0, a(l) <a<O
(ou a, o sont des constantes), done
b(t) < —0?'—a? <0
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peut avoir des solutions ayant des propriétés analogues & celles des solu-
tions de I’équation (0.1.1) (sous les conditions (0.1.2)). C’est-a-dire que
toutes ces solutions sont oscillantes et tendent vers zéro exponentiel-
lement (elles sont donc — a plus forte raison — stables asymptotique-
ment). Mais il peut arriver aussi que les solutions ne tendent pas vers
zéro (et méme qu’elles ne soient pas bornées). Cet effet est appellé réso-
nance de seconde espéce. On peut observer la réalisation de cet effet (ou
plutét la réalisation d’un effet semblable pour des équations non liné-
aires) dans les mouvements d’une balancoire mise en mouvement par
une personne qui se balance (voir mon travail [3]). On connait d’autres
applications physiques de cet effet (voir — par exemple — [1]).

Ce travail est consacré (§2) & l'étude de certaines conditions dans
lesquelles 1’équation non linéaire

(0.1.6) " =fit,x,x')

ou la fonction f = f(t, z, 2) est continue et vérifie pour ¢t > 7 les con-
ditions:

(0.1.7) f(t,0,0) =0
et
0.1.8) b, <of(t,x,2) /02 <b,, a, <}of(t,®,2)[0z <a,

ou a,, a,, b,, b, sont des constantes négatives (ou bien ou f vérifie des
conditions encore plus faibles — voir »° 0.2) n’admet pas de résonance
de seconde espéce (elle est alors — a plus forte raison — stable asymptoti-
quement). Les conditions considérées ici ne porteront que sur les bornes
a;, b; (par exemple, donneront les valeurs de b, en fonction de b, et
de a,). De ces conditions il 8’ensuivra que les solutions de (0.1.6) sont
oscillantes (voir n° 2.2). Remarquons que l’équation (0.1.6), avec les
conditions (0.1.7) et (0.1.8), contient comme cas particulier ’équation
linéaire (0.1.4) qui vérifie les conditions

b, < b(t) < by, a; <a(l) <a,.

Le cas b, > 0 dans lequel il n’y a pas d’oscillations, donc pas de réso-
nance, sera traité dans mon travail [3].

La méthode des démonstrations consistera & comparer 1’équation
(0.1.6) et les équations linéaires & coefficients constants.

Le probléme de l'absence de la résonance de seconde espéce a été
traité par nous dans le travail [2). Les résultats, obtenus par d’autres
méthodes ne s'appliquaient qu'aux équations linéaires (0.1.4) (et aux
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équations presque linéaires). Les conditions obtenues étaient d’'un autre
type que dans le présent travail — on y supposait seulement que b = b(?)
était bornée (c’est-a-dire b, pouvait étre aussi grand que l’on voulait
en valeur absolue), mais il y avait des conditions supplémentaires por-
tant sur les dérivées a’(t) et b'(t) (voir la discussion et les exemples du
§ 2 de mon travail [4]).

Les résultats obtenus nous fourniront aussi des conditions nécessaires
pour que la résonance de seconde espéce puisse avoir lien (voir n° 2.5).
Mais elles ne seront pas suffisantes. Les conditions pour ’existence de la
résonance de seconde espéce sont peu connues (sauf pour le cas ou a(t) = 0).
Nous ne les considérerons pas ici.

Nous allons aussi considérer (§ 3) les équations (0.1.4) ou a(t) > 0
et b(t) < 0 ou bien les équations (0.1.6) vérifiant les conditions (0.1.7),
(0.1.8) et a, > 0, b, < 0. Nous trouverons pour ces équations un effet
qu’on pourrait appeler contre-résonance de seconde espeéce(').

0.2. Les hypothéses. Soit 1'équation
(0.2.1) ‘ g = f(t, z, 7).

Appelons U(a,, a,, b) ou U Phypothése suivante:

1° la fonction f = f(t, x, 2) est définie et continue pour toutes les valeurs
de z,z et pour t =>T",

2° il y a unicité des solutions de (0.2.1).

3° il existe des constantes a,, a,, b telles que pour 1t => T* on ait

fit, z,2) < 2a,z+ bx r=>0,2z2>0,
f(ty®,2) <2a,2+ b r>0,2<0,
(0.2.2) pour
2a,2+4 bx < f(2, x, 2) r<0,2z>0,
2a,z+bx < f(t, z, 2) r <0, 2 <0.

De la continuité de f il résulte que pour t > T*
(0.2.3) f(t,0,0) = 0.

(*)Les résultats de ce travail et des travaux [3], [4], [5] furent énoncés
A la séance de la Societé Polonaise de Mathématique, section de Lublin, le 8. IIIL.
1959 (pour le résumé voir Coll. Math. 7 (1959). p. 116 et Prace Matematyczne 4
(1959) p. 125-126) et section de Cracovie le 17. II. 1959. Derni¢rement M. Olech
a publié une note [ Estimates of the Exponential Growth of a Second Oder Ordinary
Differential Equation, Bull. Acad. Polon. Sci. cl. III, 7, 8 (1969), p. 487-484] qui
contient des résultats apparentés aux certains récultats de ce travail et du travail
(4]. (Addition en epreuves).
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Appelons V(a,, ay, b,, b,) ou V Uhypothése suivante:

1° la fonction f = f(t, x, 2) est définie et continue pour toutes les valeurs
de z,z et pour t > T*,

2° il y a DVunicité des solutions de (0.2.1),

3° il existe des constantes a,, a;, b, b, telles que pour t > T* on ait

2a,z2+ byx < f(2, x,2) < 2a,24 by z>=>0,220,

2a,2+ byx < f(t, x,2) < 2a32+ b, x>0,z <0,
(0.2.4) pour

2a,2+ byx < f(t, x,2) <2a,2+ b,z r<0,2>0,

2a,z+ bz < f(t, x,2) < 28,2+ b,z <0,z <

Evidemment a, < a,, b, <b, et si la condition V(a,, ay, b, b;) est
vérifiée alors U(a,, a,, b,) I’est aussi, et nous aurons (0.2.3).

Dans la suite nous supposerons toujours que 7* << 0 et quc T* est
assez grand en valeur absolue pour pouvoir appliquer nos raisonnements.
Si cette circonstance ne se présente pas, il suffit de faire la substitu-
tion
(0.2.5) ' =t—1

ol 7 est assez grand. Evidemment cette substitution ne changera pas
les propriétés asymptotiques de l’équation (0.2.1) pour ¢t - 4 oo — et
dans la suite nous n’allons considérer que ces propriétés. Remarquons,
que les premiers et derniers membres de (0.2.4) sont indépendants de ¢,
donc aprés la substitution (0.2.5) les conditions U et V resteront véri-
fiées.

Les conditions U(a,, a,, b) et V(a,, a,, b,, by) ont pour z,z un cara-
ctére intégral.

Appelons Uy, (a,, ag, b) ou Uy, et V. (a,, ay, by, bs) ou V. respecti-
vement les hypothéses suivantes:

1° la fonction f = f(t,x,2) est définie et continue pour |r| < x,,
2| <z et t>T°,

2° il y a unicité des solutions dc (0.2.1),

3° il existe des constantes a,, @y, by, b, telles que pour t > T*, |z| < z,,
|2| < 2, les conditions (0.2.2) ou (0.2.4) respectivement soient vérifiées.

L’introduction des hypothéses U, et V,, compliquant les démon-
strations nous ne signalerons que les changements qu’il faudra appor-
ter aux énoncés des théorémes si l'on voudra que les hypothéses U,
et V. remplacent les hypothéses U et V.,

Dans la suite nous admettrons toujours

oy = V|ai+ by
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donc o;; = 0. Parfois nous ommetrons nn des indices (ou méme tous
les deux indices) du symbole o;;.

Enfin, nous dirons qu’une fonction z = ¢(t) tend evponentiellement
vers zéro, si elle est e-bornée pour ¢ > ¢, ou g << 0, c’est-a-dire 8’il cxiste

un £ < 0 tel que pour ¢ -~ & on a lim g(t)e ™ = 0.
t++00
0.3. Relations avec des hypothéses plus fortes. Si nous sup-

posons que la fonction f = f(t, x,z) a des dérivées continues et qu’elle
vérifie les conditions (0.1.7) et (0.1.8) alors I’hypothése V(a,, a;, b,, b,)
sera vérifide.

En effet en intégrant (0.1.8) nous aurons pour = >0

-9
bz \<‘af 6% (ty &, 2)dE = f(t. x,2)—f(L, 0,2) < bz,

c’est-a-dire
(0.3.1) f(t,0,2)+ bz <f(t,z,2) <f(t,0,2)+b.
De méme nous aurons pour z < 0

— by S‘f% (t, & 2)dé = —f(t, x,2)+f(t,0,2) < —b,x,

c’est-a-dire
(0.3.2) f(t,0,2)+byx < f(t, x,2) <f(t,0,2)+bx.
De (0.1.8) il s’ensuit, en particulier, que
2a, < Of(t,0,2)/0z < 2a,.

Vu (0.1.7) nous aurons donc pour z => 0

.uf

202 < [ = (1,0, 0)dL = £(t,0,2)—f(t, 0,0) = £(t,0,2) <2ar7,
a .
c’est-a-dire
(0.3.3) 2a,2 < f(t,0,2) <2a,z

et de méme pour z <0
(0.3.4) 2a,z < f(t,0,2) <2a,2.

De (0.3.1), (0.3.2), (0.3.3) et de (0.3.4) résulte (0.2.4).

Etant donné que si feC! il y a unicité de (0.2.1), nous voyons que
8i feC? ot si les conditions (0.1.7) et (0.1.8) sont vérifiées, alors 1’hypotheése
V(a,, a,, b,, b,) le sera aussi.
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Enfin considérons 1’équation linéaire (0.1.4). Si-les fonctions a = a(?)
et b = b(t) sont continues et vérifient les conditions

(0.3.5) a, <ealt) <ay, b, <h(t) <),
il y a unicité et les conditions (0.2.4) (ou bien (0.1.7) et (0.1.8)) seront
verifiées, donc I’hypothése V(a,, a,, b, a,) le sera aussi.

On peut montrer de méme que si fe (!, la condition (0.1.7) et les con-
ditions
(0.3.6) of(t, x,2)|0x < b,, a, < }df(t,>,2)[0z < a,
sont vérifiées, I’hypothése U(a,, a,, b,) ’est aussi.

0.4. Une meéthode d’interpretation. Itant donné que I’équation
linéaire (0.1.4) fouriira ’application la plus simple et la plus intéres-
sante de nos résultats, le lecteur fera bien d’interpréter nos hypothe-
ses a l'aide de la méthode esquissée dans [2], p. 27 et suivantes. Nous
faisons correspondre & chaque équation lindaire

' —2a(t)r’—b(t)x =0
une courbe dans le plan (a, b) donnée par les équations paramétriques
a=a(t), b=Db().
Par exemple, si la condition (0.3.5) est vérifiée et a, < 0, b, <0,

cette courbe sera contenue dans un rectangle {(a., @, X (b,, b,> dans
le III° quadrant du plan. Si la condition supplémentaire

a;!-b, <0
est vérifiée, ce rectangle sera situé au-dessous de la parabole b = — a?
(voir la figure 3, p. 66).

Pour 1’équation non linéaire (0.2.1), cette méthode conduit & une
interprétation qui est moins commode. Considérons la transformation
de l’espace (t,z,z) dans le plan (a,b) donné par les équations
(0.4.1) a = Yof(t,x,2)/0z, b= of(t,x,z)/0r.

Alors — par exemple — la vérification des conditions (0.1.8) signifie
que limage du demi-espace (T*, \ o) X (— o0, +00) X (— o0, -+0o0)
fournie par (0.4.1) est contenue dans le rectangle (a., a,> X (by, b,).

1. Considérations préliminaires

1.1. Un lemme sur D’estimation. Soit f = f(t,z,2) une fonction

continue et supposons que le3 solutions de 1’équation
' =f(t,z,x)

sont définies univoquement par les conditions initiales.
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Supposons que pour ¢t >0, x >0 et z > 0 nous avons
(1.1.1) flt,z,2) < 2az+ bx.
Considérons les solutions des équations différentielles
(1.1.2) ' =ft,z, ),
(1.1.3) y'—2ay’ —by =0
qui sont déterminées univoquement par les conditions initiales
(1.1.4) 2(0) =y(0) =y =0, &(0)=y(0)=48">0.
Vu (1.1.1) et (1.1.4) nous aurons x’'(0) < y''(0). Donec il existe le plus
grand ¢, (il pourrait étre ¢, = + oco) tel que pour te(0,t,)
(1.1.5) 0<z'(t)y<y'(t), O0<z(t)<y(l).

Soit T, le plus grand nombre tel que z'(t) > 0 dans (0, T,) et soit
T, le plus grand nombre tel que y'(t) > 0 dans (0, 7',). Vu (1.1.4) nous
aurons z(t) > 0 dans (0, 7T,) et y(¢) > 0 dans (0, T,). Posons

T = min[T,, T,].

Nous avons ¢, < T. Nous démontrerons que ¢, = T = 7', < T',. Donc
nous démontrerons le lemme suivant:

Lemme. Supposons que la condition (1.1.1) soit vérifiée pour t =0,
x>0 e z>0. 8i les conditions (1.1.4) sont vérifiées, alors les inégalités
(1.1.5) sont vérifiées dans Uintervalle (0, T,).

Démonstration du Lemme. Soit c¢(0,?,) et considérons la solu-
tion ¥ = y,(t) de (1.1.3) qui vérifie les conditions

(1.1.6) nle) = 2(e),  yile) = 2'(e).

Vu (1.1.53) on a x(e) > 0, x'(¢) > 0. Soit (¢,, T,) le plus grand inter-
valle contenant & dans lequel y{(t) > 0. Nous avons {, < e. Pour ¢ > 0
nous aurons T, — T,.

Evidemment
(1.1.7) ' (e)[x(e) = yy(e)/ya(e).
Posons T! = min(7,, T,]. Vu (1.1.1), pour fe(t,, T}) nous aurons
d [« e’ —a'*  ft,x,a) (@) _ 2a2' b [2'\?
p—t - l - —— —'

e
ViL.5) dt (;:_/ ' x? x vz / x z/
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et
(1.1.9) l(}i) " yl?/;';_?liz . 2ay; -+ by, s (}i)z
dt yl ?/1 yl :'/1
Vu (1.1.6)
i () 4 (s)
(1.1.10) E(?)m <zl L'.

De (1.1.7) il s’ensuit qu’il existe le plus grand ¢, < T, tel que pour
te(ey t,) on a

(1.1.11) 0 < &' (t)/z(t) < yi(t) [y, (1),
c’est-a-dire (Inz(t)) < (Iny,(t))’. Done vu (1.1.6) on a pour le(z,t,)
(1.1.12) 0 < z(t) < y,(t).

Multipliant (1.1.11) et (1.1.12) nous aurons
0 <z (t) <y (t)
pour le(s, ty).

Si t, = T} la démonstration est achevée. Si non, nous démontrerons
qu’il existe deux fonctions y = y°(t) et y = y*(¢) définies dans (¢, T?)
non nécéssairement continues, dont l’ensemble de discontinuité I" est
fermé dans (e, T.) et de mesure nulle; pour chaque intervalle de conti-
nuité il existe une constante ce(0, 1) telle que
(1.1.13) Yo (1) = cy, (1)
et

y‘(t) i yo’(t).

Ces fonctions seront telles que dans (e, T.)

(1.1.14) 0<az(t) <y°(t), 0<a'(t) “y'(t)
et dans I"
(1.1.13) 0 < x(t) =19°(t), &'(t)=1vy"().

Nous aurons méme plus, 4 savoir dans (e, T)) — I

a1 ¥y n)

@-116) 20 w0 F O

done
z'(t) < y*(1), =x(t) <y°(t)
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et dans I ;
S0 _ '
x(t)  y°(1)

En effet posons y°(t) = y,(t) et y*(t) = y,(t) pour te(e,t;). Sit, = T!
la démonstration est achevée. Si non, soit (¢, ¢;) le plus grand intervalle
dans lequel nous avons (1.1.14) et (1.1.16) ou (1.1.17). Evidemment
t, <t

Les limites
(1.1.18) Yo = lim y°(t) > 0, i = lim y°(¢)

s —p bty -0
existent. C’est évident si ¢ e(e, T,)—I". Etant donné que la fonction
2az- bx est bornée dans le voisinage du point (z(t,), #’(f,)) ces limites
existent méme 8i tye ™.

Vu (1.1.16) et (1.1.17) nous avons

(1.1.17)

Zlly) _ Yo
w(t) Yo

1) Soit

x'(t .
(t3) < -?/_:.

z(ts) Yo

Désignons alors par y, cette solution de (1.1.3) qui vérifie les condi-
tions

(1.1.19)

Ya(ty) = Y0, .'I;(ts) = yﬁ-

Pour r assez petit nous avons alors y,(f) = y°(t) dans (¢;—t,t,), donc
Y2(t) = cy,(t) ou ce(0,1)).

Prolongeons y° et y* en posant y°(t) = ya(t), y*(f) = y,;(t) pour
le(tyy, 83+ 1) ou T, est assez petit. Vu (1.1.19) nous aurons (1.1.16)
et (1.1.14) et tye(e, T,)—TI'.

2) Supposons que (1.1.19) n’est pas verifié, c'est-a-dire que nous
avons

x'(t,) N 1)'_;
z(t) vy,

2,1). Supposons en plus que ¢;eI'—1I". Posons alors pour ¢ = t,

{1.1.20)

yalty = 2o

Yo
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ol ¥;(t) = cy,(t) est le prolongement de la solution de (1.1.3) qui forme
la fonction y° entre le dernier point de discontinuité a gauche de t, et t;.
Nous avons v,(t) = x(l,) et ¥.(ty) = x(t)ys/ys, donc vu (1.1.18)
et (1.1.20)
Yo(ty) = @' (13).
Nous avons 0 < z(ty)/y; <1 donc

Ys(t) = ey, (1), ol ¢,€(0, 1).
Prolongeons y° et y* en posant
(1.1.21) ¥ (1) = %), ¥ () = ()
pour te(t;, t;+ 1,) ou 7, est assez petit. En partant du point {; a la place

de ¢ nous allons obtenir (1.1.16) donc (1.1.14) dans (t, t;+ 7).
Remarquons que si y°(t) = ¢;¥,(t) pour t =1 et ¢, <1, alors

(1.1.22) 0<e, <e <1.

2,2). Enfin supposons (1.1.20) et en plus que t;e/”. Il existe alors
une suite croissante t" -> t,, t"eI'. Supposons que ¥° = ¢"y,(t) pour ¢ = t".
Vu (1.1.22) 12 suite due ¢” sera décroissante et bornée et il existera alors
la limite

¢, = lim ¢”.
n—oo

Posons pour te(t;, t;+ 73) et 1; assez petit
Yi(t) = c y,(2).

La fonction y, aura les mémes propriétés que dans le cas 2,1 et nous
pouvons prolonger 4° et y* en admettant (1.1.21).

Ainsi nous avons prolongé les fonctions y° et ¥* au dela du point ¢,.
Elles vérifieront dans (e, %+ 7,) ol r est un nombre positif les con-
ditions (1.1.14) et (1.1.16) ou (1.1.17) contrairement a notre supposi-
tion. Les fonctions y° et y* ont les propriétés (1.1.4), (1.1.15), (1.1.16)
et (1.1.17), donc existent dans (e, T7%).

Ftant donné que dans (1.1.13) on a ce(0, 1> et de (1.1.14) il s’ensuit
que dans (¢, T%) nous aurons

(1.1.23) 0 < z(t) <y (), 0<my(t)<y(1).
Passons a la limite avec £ —> 0. Nous obtenons de (1.1.23)
(1.1.24) 0 <a(t) <limy,(t) =y(t) 0 <a'(t) <limy, (1) =y'(¢)

&0 e-»0

dans (0, 7).



Sur la résonance de seconde espéce

=

Nous avons T = T,. En effet, si nous aurions 7', > T, = T alors
¥ (T) =0 et &'(T) > 0 contrairement i (1.1.24).

Supposons maintenant qu’a la place de (1.1.1) nous ne supposons
que

(1.1.25) ft,x,2) <2az4 bx
pour t >0, £ >0, z > 0. Nous avons alors pour n > 0
ft, =, 2) < 2(a+n)z+ (b+ n)x.
Soit y = y,(t) la solution de I’équation
y'—=2(a+ )y —(b+n)y = 0.

A l'aide du procédé décrit ci-dessus nous obtenons une estimation dans
un intervalle (0, T',)

0 <az(t) <y,(t)y, 0<a'(t) <y,(0).

Etant donné que les solutions sont des fonctions continues d’un para-
meétre contenu dans le second membre de ’équation différentielle, en pas-
sant & la limite avec n — 0, nous obtenons le lemme suivant.

Lemme. Supposons que la condition (1.1.25) soit vérifiée pour t >0,
x>0e z2>0.8iles conditions (1.1.4) sant vérifiées, alors nous aurons

0<z(t) <y, O0<a'(t) <y
pour te(0,T,).
Le méme procédé peut étre employé si nous avons a la place de (1.1.25)
(1.1.26) 2az+bxr < f(t, x, 2)
pour t >0, £ =0 et 2 > 0.

De méme si (1.1.25) soit vérifié pour t <0, z <0 et 2> 0 et si a la
place de (1.1.4) nous avons

(L127)  2(0) = y(0) =y <0, 2'(0) =y'(0) = >0,

on peut démontrer le lemme suivant

Lemme. Supposons que la condition (1.1.26) soit vérifiée pour t <O,
T <0 e z_>0. 8t les conditions (1.1.27) sont vérifiées, alors nous aurons

w(t)y <y(t) <0, )=y ()>0

Pour te(T,0), oiw T est le plus grand nombre négatif tel que y'(T) = 0.
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1.2, Un autre lemme. Supposons maintenant que la condition
(1.1.1) soit vérifiée pour ¢ >0, x >0, z <0 et que = et y soient des
solutions de (1.1.2) et de (1.1.3) respectivement, qui vérifient les condi-
tions initiales

(1.2.1) z(0) =y(0) =y>0, Z(0)=y(0)=4 0.
Supposons que
(1.2.2) b <.

Alors si § = 0 nous aurons "' (0) < y''(0) < 0, done il existe le plus
grand ¢, tel que pour ?¢(0,?) nous aurons

(1.2.3) () <y'(t) <0
(1.2.4) y(t) > z(t) > 0.

Si # < 0 nous aurons aussi les mémes formules.

Soit T, le plus grand nombre tel que z(¢) > 0 dans (0, T,) et soit
T, le plus grand nombre tel que y(t) > 0 dans (0,7,). Nous avons
z'(t) < 0 pour te(0,7,). En effet soit 7¢(0,T,) le plus petit nombre
positif tel que z'(r) = 0. Alors vu (1.2.2) nous aurons z''(r) < 0, done
pour le(r—e, v) (o2l £ est assez petit) nous aurons x'(t) > 0 contraire-
ment 4 notre hypothése concernant le nombre z. De méme y'(t) < 0
pour te(0,T,).

Posons

T = min[T,, T,].

Lemme. Supposons que la condition (1.1.1) soit vérifiée pour t >0,
x>0 e 2 <0. Si les conditions (1.2.1) sont vérifiées, alors nous aurons
(1.2.3) et (1.2.4) pour te(0, Ty).

Démonstration du lemme. Vu (1.2.1) nous avons

Z(0) _ ¥ _,
2(0) ~ y(0)

et on peut facilement calculer (voir (1.1.8) et (1.1.9)) que

(o< l)
s | e < PR o
dt \ z /jt=o dt \y

11 s’ensuit qu’il existe le plus grand ¢, = T tel que

20 _ v
o) oy =

=0

(1.2.5)



Sur la résonance de seconde espdce 45

Nous avons done dans (0, ¢,)

(Inz(?)] < [lny()]
et
(1.2.6) 0<z(t) <yl(t).

De (1.2.5) et de (1.2.6) il ne s’ensuivent pas des estimations sur les
dérivées.

Si t; = T la démonstration est ‘achevée. Si t, < T, alors

@"(tz) Y (t)
(1) |w(ts)
et en employant le méme procédé qu’au numero précedent et en
construisant une fonction auxiliaire ¥° nous montrerons que (1.2.4) est
vérifié pour te(0,T,).
Un passage & la limite — le méme qu’au numéro précédent — nous
démontre le lethme suivant.

Lemme. Supposons que la condition (1.1.25) soit vérifiée pour t >0,
x>0 etz <0. 8t les conditions (1.2.1) sont vérifiées, alors nous aurons

0 <y <=(t)

pour te(0,T,).
De méme on peut démontrer le lemme suivant.

Lemme. Supposons que la condition (1.1.26) soit vérifiée pour t >0,
x=>0e z<0, Si les conditions (1.2.1) sont vérifiées, alors nous aurons
0 < y(t) <a(t)

dans le plus grand intervalle (0, T) dans lequel y(t) > 0.

On peut obtenir des estimations semblables, si nous supposons que
(1.1.25) ou (1.1.26) sont vérifiées pour ¢t <0, z <0 et 2 > 0.

A l’aide des considérations assez compliquées on peut obtenir aussi
des estimations de la dérivée de z. Elles ne nous seront pas nécessaires.

1.3. Une propriété des équations linéares. Supposons mainte-
nant que a < 0, b, < b, soient trois constantes. Supposons en plus que

(1.3.1) a3+ b, <0,
done b, < 0. Posons

ag; = '/— az——b?.
Puisque b, < b, < 0 nous aurons

(1.3.2) 0y >0, > 0.
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Soient deux équations linéaires a coefficients constants
(1.3.3) z; —2ax' —b;x; = 0
et considérons leus solutions telles que
(1.3.4) 2,(0) = 0 = z,(0), 7((0) =y = z,(0),

ou la constante y > 0.
Les solutions de (1.3.3) vérifiant (1.3.4) ont la forme

(1.3.5) x (t) = + e"singt.
i
_q:ent
B oat
M)
- 4 1. 4 l-l")
xex ) T ‘i; SR

oy
/a_[‘cat
-t
Fig. 1
Nous aurons aussi
’ }' at .

(1.3.6) Z‘(t) === 6 [asmatH— Uicostfit].

a‘

I

1,2,

Nous avons supposé que y > 0. Il existe alors deux constantes T',, 7T,
telles que la fonction x = x,(t) est croissante pour te{0, T,> et qu’elle
a pour ¢t = 7, un maximum local, la fonection x = z,(t) est croissante

pour te(T,,0) et elle a pour ¢{ = T; un minimum local.
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Ces minima et maxima sont évidemment des fonctions des nombres
b;. Posons

M;(a, b;) - [ (To)! [y -

Nous allons chercher les conditions sous lesquelles nous aurons pour
des constantes # > 0 assez petites

(1.3.7) 2(Ta) = (14 m)lay (Ty)],
c’est-a-dire M,(a, b,) = (1+ 5) M,(a, b,).

Nous aurons évidemment
(1.3.8) —nlo, < Ty < —x|20,, O< T, < n/20,.

D’aprés la définition des nombres T; nous aurons z;(T;) = 0, done, d’aprés
(1.3.6), il vient

o; 'expaT;-[asina;T; + o;co80;T;]1 = 0, i=1,2,
c’est-d-dire agino;T;+ a;co80;,T; = 0 et
(1.3.9) tgoT; = —oy/a.
Vu (1.3.8) il s’ensuit
(1.3.10) 6,T, = aretg(—o,/a), o,T, = arctg(—ao,/a)—n.
De (1.3.9) il résulte, &4 l'aide de la formule (sing)™? = 14 (tgB)~* que
(1.3.11) sing,T, = ,/V —b,, sina,T'y — —a,/V —b,.

De ces formules et de (1.3.5) on tire

yM,(a, b)) = 2,(T,) =

4 a a,
exp [ —arctg ——

gy
(1.3.12)
M b,) = x, (T ——L—ex b arctgi——«z
yMa(a, b)) = z,(T,) = V—b, P -y - |
Etant donné que y > 0, la condition (1.3.7) sera vérifiée si
1 fa Ga \" 1+179 [a g,
(1.3.13) expl—(arctg—— —zn)|l = exp I — arctg —]
V—b, Lo, —a )J V—b, Lo —a

1.4. Conclusions. Posons
i

1 1 7
(1.4.1) P(a, by, b;) = exp i(— 2a)[— = arctg —ja; + 7] arctgj—:l-{— l-l}
2 1

[ |
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alors la condition (1.3.13) sera vérifiée si
(1.4.2) by = b, P(a, by, by)- (1+ 7)1,

Donc, si la condition (1.3.7) est vérifiée, (1.4.2) est aussi et si (1.3.7)
n’est pas vérifiée, alors (1.4.2) ne l’est pas non plus. C’est-a-dire (1.3.7)
équivaut & (1.4.2).

Notons que la condition (1.4.2) ne dépend pas (comme il était & pré-
voir) du nombre y. C’est-a-dire si un couple b,, b, vérifie (1.4.2) pour
un a donné, alors (1.3.7) sera vérifié pour tous les y > 0 (pour tous les
angles d’incidence que font les solutions r = ®;(t) avec ’axe des t).

Supposons maintenant que la condition

(1.4.3) by > b,P(a, b,, by)

soit vérifiée. Alors il est clair qu’il existe un » > 0 tel que (1.4.2), donc
(1.3.7), soit vérifiée. Evidemment, quand (1.3.7) est vérifiée la condi-
tion (1.4.3) I’est aussi. Donc les formules (1.3.7) et (1.4.3) sont équiva-
lentes.

I1 est aigé de voir que si la condition

(1.4.4) by < b,P(a, b,, by)

est vérifiée, il existe nn % > 0 tel que

(1.4.5) (1+ n)izs(Ty)| < |y (T)]

et que la formule (1.4.5) implique (1.4.4).
Evidemment

(1.4.6) [23(Ts)| < |2y (T))|

équivaut & (1.4.5), donc a (1.4.4).

1.5. Des formules simplifiées. La formule (1.4.2) étant assez com-
pliquée, il est intéressant de trouver d’autres formules semblables.
Vu (1.3.8) des formules (1.3.11) on obtient

1 . ay - 1 .
T, = — arcsin —, T, = — aresin
Oy

01 ' —bl

De ces formules, de (1.3.10) et de (1.3.5) on obtient des formules
semblables & (1.3.12), d’ol résulte une formule analogue & (1.3.13) et équi-

Fy

i/

V_b’ 02
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valente & (1.4.3) ou (1.3.7), & savoir
1 o 1 o, 7
by >> byexp %( - 2a)[— aresin ——-— — — aresin — —-— ]] .
0y V—b, O V—b, o]

Trouvons maintenant des formules qui impliquent la relation
(1.4.3) sans lui étre équivalentes. Nous avons ®(a,b,,b,) >0 et
a; ! aretg[a,(—a)™'] > 0, done

(1.5.1) D(a, by, by) > exp{ “ [—n {-arctg%.l} P D, (a, b,).

Nous voyons que 8i
(1.5.2) b, > b,®P,(a, b,)

— ou bien 8i b,/®,(a, b,) > b,, les conditions (1.4.3) et (1.3.7) sont
vérifiées.

Puisque o, > o; et que la fonction

(1.5.3) p(&) = %arctgg—
est une fonetion décroissante pour f > 0 et &£ > 0, nous aurons
(1.5.4) ®(a, by, by) > exp “&‘_”“
Done si la condition 2
(1.5.5) D(a,by) 35 brexp o > b,

est vérifiée, la condition (1.3.7) I’est aussi.
Nous allons donner une condition — trés commode, mais assez forte.
Je dis que si

(1.5.6) bl—b2 < al

la condition (1.3.7) sera vérifiée. En effet, (1.5.6) équivaut a
az

(1.5-7) bl [1+ —b"] < h?'

1

Remarquons que si la condition (1.5.6) est vérifiée alors

. 1 V2
'/—b1> '/"—a’—bz = Oy et e e nr.
y—2bl 262 (2f)
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Vu 1+ é2/2 < ¢ pour £ > 0 et (1.5.4) nous aurons

a’ / 2a? —2a —27a
1 < expl = exp — < ex < @(a, by, by).
+ [ 1 By pV—2b1 Ly (ay by, by)
De (1.5.7) il s’ensuit done, que si la condition (1.5.6) est remplie, la
condition (1.5.2) l’est aussi — par conséquent les conditions (1.4.3) et
(1.3.7) sont vérifiées — ce qu’il fallait démontrer.
Done, si b, > —2a?, alors la condition (1.3.7) sera vérifiée pour tous

les nombres b, tels que
2 < b] <= a2.

Par des méthodes semblables on peut encore obtenir d’autres for-
mules impliquant la condition (1.3.7), par exemple la formule

—a’[1+(2n)2’3] <b<b < —at<.

La condition (1.4.3) est une condition implicite et il est difficile de
voir & priori (4 cause de la forme compliquée du second membre de (1.4.3))
quels sont les nombres b, qui la vérifient pour des a et b, donnés.

Nous avons déja remarqué que la condition (1.4.4) équivaut i (1.4.5).
La condition (1.4.4) est compliquée, nous allons donc trouver des con-
ditions plus simples qui impliquent (1.4.4) (mais ne sont pas équivalen-
tes a celle-ci).

Par exemple, puisque

—1 7 7

— arctg —= < 0 et
02 02 al

nous aurons

b(a,b,, b,) <exp {(—2a) [— arctg_a + _“_]}_—_

T,

0

= exp{ =ins [n+ aretg - ]} F ] PDy(a, b,).

a,
Done, si
b, < b, P;s(a, b,)

nous aurons (1.4.4). A Dlaide de cette méthode on peut obtenir d’autres
conditions semblables.
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Nous allons trouver i 'aide d’une autre méthode encore une condi-
tion qui implique (1.4.4). Vu (1.3.8) nous aurons

T nna
a,(Ty) > @, (—~~) s exp -
20, o, 20,
ot
—ma
Loexp =2 > —,(T).
0o Oy
Nous aurons done (1.4.6) pourvu que
—na na
=) exyp < w exp -
o, g, a, 20,
D’aprés (1.3.2), il suffira que l'on ait
— na g
l exp L1 S & < ..‘y_. exp _n___
g g, g, 201
done que
Ty L {( a)[ | 1 ]} ¥ —3an
exp(—=a)|— - =e
7y 3 1 20, & Ll
c’est-a-dire
a?+ bz s —3na
> exp ———
at+ b, p], —at—b,
Il s’ensuit que si la condition
3na
by < —a*+-(a*+b,)exp ——
V—a —b,

est vérifiée, alors la condition (1.4.6) et par suite les conditions (1.4.4)
et (1.4.5) le sont aussi.

Pour a et b, constants soit B(a, b,) la limite supérieure des b, < — a’
pour lesquels la condition (1.4.3) n’est pas vérifiée. Vu—par exemple
— (1.5.6), un tel nombre B(a,b,) existe et méme B(a, b,) < (b,, a?).
Nous avons donc démontré qu'il existe une fonction B(a, b,) telle que si

(1.5.8) by > B(a, b)),
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les conditions (1.4.3) et (1.3.7) sont vérifiées et pour chaque 7 il existe
des b, tels que 0 < B(a, b,)—b, < n et les conditions (1.4.3) et (1.3.7)
ne sont pas vérifiées.

En partant directement de (1.4.3) et de la définition (1.4.1), on peut
d’ailleurs montrer que pour tous les b, tels que 0 < B(a, b,)—b, les
conditions (1.4.3) et (1.3.7) ne sont pas vérifiées.

Posons

v(a, by, by) = —by+b,P(a, by, by).

A Paide d’un calcul facile, mais assez laborieux on peut montrer que
dy/ob, > 0,

donc y sera une fonction croissante de b,. Par suite il existe une fonction

B(a, b,) telle que si

(1.5.9) by < By(a, by),

les conditions (1.4.3) et (1.3.7) seront vérifiées et si la condition (1.5.9)

ne ’est pas, alors les conditions (1.4.3) et (1.3.7) ne le sont pas non plus.

2. Le cas. a, < 0.

2.1. La méthode employée. Sous les conditions du n° 0.2 et sous
certaines hypothéses concernant les nombres a;, b;, nous allons démon-
trer que si une solution x = z(t) de ’équation (0.2.1) a un minimum au
point ¢t = ¢, (alors z(¢,) < 0), il existe un ¢, > t, tel que x(t,) = 0 et un
t; > t, tel que z admet pour ! = ¢, un maximum (et z(¢{;) > 0). Done
toutes les solutions sont oscillantes. Nous montrerons que si b, est plus
grand qu’'un nombre B (dépendant de a, et de b,), alors |z(t,)| < |x(t,)],
et que les solutions tendent vers zéro. La méthode que nous utiliserons
consistera &4 comparer les solutions considérées avec les solutions des équa-
tions linéaires du second ordre & coefficients constants.

2.2. Les solutions sont oscillantes. Considérons 1’équation
(2.2.1) o' = f(t,x,z')
qui vérifie I’hypothese U(a, —a, b), ot a™> 0 et
(2.2.2) = —at—b >0

Désignons ses solutions non banales par x = x(t) = x,(t).
Soient les équations linéaires & coefficients constants

z, —2ar,—be, =0, x, —2(—a)z,—bx, =0,
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Elles ont comme solutions
xy(t) = e®[C,,8inat -C,c080t],

(2.2.3) BV,
Z,(t) = € *[Cqs8inot C,yco8at].

Nous avons admis ’hypothése U(a, — a, b), donc nous aurons, pour
les solutions vérifiant les mémes conditions initiales

Zy(t) = @, (1)) = xy(Ly), ‘L't;(tl) == "7;(‘1) = w;(tx)a
les inégalités (vu les résultats du n° 1.1)
(2.2.4) ao(l) < ay(t) et x(t) < uy(t)

pour les ¢ qui forment le plus grand intervalle {{,, ) tel que x;(?) = 0,
zi(t) >0 (i =0,1). De méme nous aurons

zo(t) < @y(t) pour z; > 0, 2; <0, i=0,2,
(2.2.5) x,(t) < xy(t) pour @; <0, ¢, =0, i=0,1,
Ty(t) <2’ (1) et xy(t) < Tp(t) pour x; < 0,z <0, 1 =0,2.

Supposons maintenant que la solution considérée = = w(t) de (2.2.1)
vérifie les conditions initiale (nous employons une transformation (0.2.5))

z(0) = a, '(0) = f.

1). Supposons que « =0, 8 - 0. Alors, dans un intervalle conte-
nant 0, nous aurons les inégalités (2.2.4). Mais de (2.2.3) il 8’ensuit qu’il
existe un 7* < x/o tel que z,(t) > 0 pour te(0, T°) et z,(T*) = 0. Comme
f# > 0, ou bien il existe un T < T* tel que z'(t) > 0 pour te(0,T) et
z'(T) = 0, ou bien il n’existe pas. Mais 1'estimation (2.2.4) sera alors
valable dans tout lintervalle (0, 7*) et nous aurons z'(T°) = 0. Nous
avons donc démontré qu’il existe un 0 < T < n/o tel que x'(t) > 0 pour
te(0,T) et 2’'(T) = 0. Evidemment z(T) > a = 0.

2). Une situation semblable aura lieu si a <0, g8 < 0, (mais alors
z(T) < a <0).

3). Sia > 0,8 < 0, dapreés (2.2.5) il existe un v << n/o tel que z(¢) >0
pour te(0,7) et x(r) = 0. Nous aurons aussi z'(f) < 0 pour te(0, 7).
Done, en posant z'(z) = f*, nous retombons sur le cas 2). Par suite il
existe un 0 < T < 2xn/¢ tel que z'(t) < 0 pour te(0,T) et z'(T) =0
(et évidemment z(T) < 0).

4). Une situation semblable aura lieu si @ < 0, et 8 > 0.

5). Enfin, si g = 0 on a z2'(0)=0 et des estimations (2.2.5) il s’ensuit
que pour ¢ = 0 nous avons un maximum s8i ¢ > 0 et un minimum 8i a<<0.
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En résumant nos résultats, nous voyons que pour toutes les condi-
tion initiales £(0) = a, #'(0) = f il existe un T¢(0, 27/0), tel que z = x(?)
est monotone dans l'intervalle (0, T) et qu’elle a pour ¢ = T un extre-
mum. Pour fixer les idées, supposons que ce soit un maximum. Il gera
positif. En répétant nos raisonnements nous verrons qu'il existera un
0 <1, <2m/c tel que z = wx(t) sera décroissante dans lintervalle
(T, T+ 1y et que pour t = T+ 7, elle aura un minimum négatif. Il existe
méme un 7, telque 0 < v, < znfo et 0 < r,—71, < m/o et tel que z(t) > 0
pour te(T,T+1,), 2(T+1,) = 0, enfin x(t) < 0 pour te(T+ 7y, T+ 7y).

Par induction nous voyons qu'il existe une suite de nombres 7,, 7,, ...
tels que 0 < T _,—T; <2xn/o et

z(Ty) = 0.

Nous pouvons exiger pour les T, méme plus: dans ’intervalle (T, T ,)
la fonction x(t) # 0 et elle n’a qu'un extremum. Enfin, si () > 0 pour
te(Thy Th.), alors x(t) < O pour te(Th gy Thyo)-

11 est

lim Tk = + oo
k—o0c0
En effet, 8’il était
im7T, =T, < 4+ o0
k—cc
alors z(T,) = 0. Nous savons qu'entre deux zéros de r = x(t) il existe
un extremum de cette solution. Il existe donc une suite 7, -> t, telle que
z'(1;) = 0. Vu zeC?, il sera o' (Ty) = 0. Nous avons supposé 'unicité de
(2.2.1) done z(t) = 0 — en contradiction avec notre supposition que
x = x(l) est une solution non banale. Nous avons donc¢ démontré que
lim Tk = ‘* [o <N
ko0

Comme d’ordinaire, nous appellerons fonction oscillante toute fonction
z = x(t) pour laquelle il existe deux suites Ty, T; CcOnvergentes vers
infini et telles que z(7;) < 0, (7;) > 0. Si  est une fonction coutinue,
il existe alors une suite ¢, - + oo, telle que x(tx) = 0.

Ltant donné qu’entre un minimum et un maximum consécutifs une
fonction est croissante, donc ' (f) = 0 et il existe de tels ¢t que z'(t) > 0,
et qu’entre un maximum et un minimum consécutifs une fonction est
décroissante, donc z’(t) < 0, et il existe des ¢ telles que z'(t) < 0, nous
voyons que les dérivées d'une fonction oscillante (et dérivable) sont des
fonctions oscillantes.

Nous avons donc démontré que les solutions ¢ = z(t) sont oscillantes.
En plus nous voyons que les dérivées des solutions sont aussi oscillantes
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et que les distances entre deux zéros de ces dérivées sont plus petites
que 2xn/o.

Enfin supposons que z(T) =0, z'(T) = 0. Alors z(t) =0 — done
c’est la solution banale — écartée par nous. Etant donné que, si ’hypo-
these U est vérifiée, il a unicité des solutions, nous voyons que si z = x(t)
est une solution non banale et 8i #(T) = 0, alors z'(T) # 0. Donc tous
les zéros de solutions non banales sont simples.

Ainsi nous avons démontré le théoréme suivant:

Théoreme A. 8i Véquation (2.2.1) vérifie hypothése U(a,—a, b)
et (2.2.2), toutes ses solution mon banales sont oscillantes avec leurs dérivées
et la distance de leurs zéros consécutifs (qui sont simples) ne dépasse pas
21/c. Entre deux zéros il n'existe qu’'un seul extremum.

Des exemples banals (z'’— 2ax’-+ a®r = 0) montrent que si la con-
dition (2.2.2) n’est pas vérifiée (il suffit méme qu’il est —a2—b > 0),
I3 conclusion du Théoréme A peut étre fausse. Comme le montrent des
exemples (voir le § 2 de mon travail [4]) sous les suppositions du Thé-
oréme A les distances des zéros consécutifs peuvent tendre vers zéro.

Si a la place de U(a, —a, b) nous ne supposerons que ’hypothése
Uy (@, — a, b) soit vérifiée, les conclusions du. Théoréme A devien-
draient fausses (elles seraient vraies — mais seulement localement — si
on supposait en plus que les solutions, ayant des valeurs initiales assez
petites en valeur absolue, tendent vers zéro, ou bien si on supposait en
plus que la solution banale soit stable).

L’hypothése U étant assez compliquée, nous allons énoncer un thé-
oréme moins général, mais beaucoup plus simple. Vu les raisonnements
du n° 0.3 (démontrant que (0.3.6) implique (0.2.2)), il 8’ensuit immédia-
tement du Théoréme A.

Théoréme AP*. Supposons que la fonction f = f(t, x, 2), définie pour
t > T et pour tous les x=,z, ait des dérivées continues et que

(2.2.6) f(t,0,0) =0,

0 . of L
(2.2.7) aﬁ (t,2,2) <b<0, |==(t,3,2) <2,
ol
(2.2.8) a? % —a*—b > 0;

alors toutes les solutions non banales de Uéquation

z" =f(t7 T, z')
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sont oscillantes, avec leurs dérivées (de premier ordre). La distance des zéros
consécutifs des solutions me dépasse pas 2n/c.

Pour les équations linéaires
(2.2.9) z'’'—2a(t)x —b(t)r = 0

la vérification de I’hypothése U(a, — a, b) (ou bien de (2.2.6) et de (2.2.7))
signifie, comme nous le savons, que

(2.2.10) a@) <a, b(t) <b<o.

Le Théoréme A montre, que 8i les conditions (2.2.10) et (2.2.8) sont
vérifiées, alors les solutions de (2.2.9) sont oscillantes. Il est probable,
qu'une hypothése plus faible, a savoir

(2.2.11) at(t)+ b(t) < —o3 < 0

oll ¢ est une constante, suffirait pour que toutes les solutions non bana-
les de 1’équation (2.2.9) soient oscillantes(’). Pour les équations non
linéaires, il suffirait probablement de généraliser la condition (2.2.11)
en supposant que l'image du demi-espace ¢t = 7 par la transformation
(0.4.1) soit un ensemble du plan (a, b) situé au-dessous de la parabole

b = —a*—0¢? (ol o est une constante).
Supposons que I’hypothese U(a,, a,, b) soit vérifiée et soit b < 0.
Alors 8i a, <a, <0 et of = —aj—Db > 0 les solutions non banales

de (2.2.1) sont oscillantes et on peut facilement voir que les distances
des zéros consécutifs sont plus petites que

n[20,+njo, < 3n/20,.

<

Et 8i 0 <a, <a, et 6; = —ai—b > 0 les solutions de (2.2.1) sont
oscillantes et on peut voir facilement que les distances des zéros consé-
cutifs sont plus petites que

nloy+ n/20, < 3n[20,.

2.3. Stabilité. Supposons que I’hypothése V(a,, a,, b, b,) soit véri-
fiée et que, en plus

(2.3.1) a, <0
et
(2.3.2) o3 —a:—b, > 0.

(*) M. Opial m'a obligeamment communiqué, que la réponse est affirmative, sous
I'hypothése supplémentaire que les fonctions a = a(t) et b = b(t) soient bornées.
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Alors évidemment a; < 0, b; <0 (1=1,2) et
(2.3.3) 0 = —ai—b; > 0.

Vu (2.3.1) et (2.3.2) il s’ensuit du Théoréme A que toutes les solutions
non banales de I’équation

' = f(tyr,x’)

sont oscillantes, donc qu’elles admettent une infinité de zéros. Tous ces
zéros sont simples; la distance de deux zéros consécutifs est plus petite
que 2x/c (et méme vu (2.3.1) est plus petite que 37/20); enfin entre deux
zéros consécutifs il n’y a qu’un extremum. .

Considérons une solution non banale x = x(t) de (0.1.2) vérifiant
n’'importe quelles conditions initiales pour ¢ = ;. Il existera alors un
0 <1< 3n/o tel que x(t, 7)) =0 et x'(t,+ 1) >> 0. En faisant la trans-
formation t* = t—1,— 7, nous allons obtenir une fonction qui s’annulle

pour t* = 0. Nous pouvons done, pour fixer les idées, supposer que notre
golution vérifie les conditions initiales

2(0) =0, zZ'(0) =19 > 0.
Dans le voisinage de 0 nous aurons alors
x(t) >0, z'(t) >0 pour >0,
() <0, z'(t)>0 pour <O0.

Nous avons supposé I’hypothese V(a,, a,, b,, b,) vérifiée, done pour
t > 0 assez petit, & savoir pour # > 0, ' = 2 > 0, nous aurons

fityr,2) <2a,z4 b,x.

Soit ¥ = y,(?) la solution de ’équation

(2.3.4) Y — 20,y — by, =0
qui vérifie les conditions initiales
(2.3.5) 11(0) = 0, ¥,(0) = y.

Alors pour tous les te(0, 7", ot T") < x/20, est le premier maximum
de z = x(t) & droite de 0, (le premier maximum & droite de 0 de ¥y = ¥,(?)
est pour T, < =n/20,), nous aurons

(2.3.6) o' () <yit) et z(t) < yy(b).
Soit y = y,(t) la solution de ’équation

Y2 —20,Y;— byy, = 0
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qui vérifie les conditions initiales y,(0) = 0, y,(0) =y. Si t = T, est

le dernier minimum & gauche de 0 de y = y,(t), alors
(2.3.7) T, < —=/20,.
Etant donnée que pour z <0 et z > 0 nous avons
ft,z,2) < 2a,24 b,x,
v les résultats du n° 1.2 nous aurons pour te(7,,0)
(1) = yi(t)
et de méme,
(2.3.8) T(t) < y,(t).

Nous avons désigné par T™ la valeur de ¢ pour laquelle nous avons
le premier maximum de x = x(t) & droite de 0. Posons M, — xz(T").
En employant la notation introduite au n° 1.3, vu (2.3.6) nous aurons

M, = z(TM) <y, (TY) <y (Ty) = yM,(ay, by).

Désignons par T(~" la valeur de ¢ pour laquelle z — z(t) admet son
dernier minimum & gauche de 0. Alors

—njo <TUY < —z/20,.
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Posons M, = —z(T"""). En employant la notation introduite au
n° 1.2 nous aurons, vu (2.2.8),

M, = —z(TY) > —a(—n/20,) > [@(T2)| = [¥2(To)| = yMs(ay, by).
Done, si
(2.3.9) My(ay, by). (1+4-n) < M,(a,y, b,)
o1 n > 0, alors & plus forte raison
(2.3.10) M, < MyJ(149)7".

Mais, pour que la condition (2.3.9) soit vérifiée, il faut et il suffit que
(voir (1.5.8))

(2.3.11) b, > B(ay, b,).

Supposons donc que la condition (2.3.11) soit vérifiée — alors nous
aurons (2.3.10). Par M™ désignons la valeur absolue du »-iéme extremum
4 droite de 0 (évidemment M, = M"). Par induction nous obtenons

M < My/(1+9)".

Désignons par T® la valeur de ¢ pour laquelle la solution z = z(t)
admet son »-idme extremum 3 droite de 0 (évidemment M® = |z(T"))|.
On a, vu (2.3.7)

(2v+1)7/20, < TV < (3v+1)n/20.
Pour te (T®, T"*)) et ¢ < 0 nous aurons
(2.3.12) lz(t) e~ < |x(T®)|exp(—eT™).
Mais

M e(2v+1)n
g —eT") < — (_————)g

(- 5))
1+q P\ 2/l

Si —e est assez petit, alors (1+ ) 'exp(—en/20) < 1 et
lim |z(T")[exp( — eT™) = 0.

»—»00

< Mz[

Vu (2.3.12), ﬁous aurons done

limz(t)e ™ = 0,

(2]
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par suite x = x(t) est une fonction e-bornée pour ¢ > ¢y, ou ¢ < 0, c’est-
-a-dire elle tend exponentiellement vers zéro.

Remarquons que la distance de deux zéros consécutifs de & = xz(1)
est plus grande que la distance de I’extremum au zéro suivant. Donc

teor—b = TO—t® > )24,
D'aprés le Théoréeme A et les remarques de la p. 56 nous avons cone
nf20: <l —h < 3n/20.

2.4. Le comportement des dérivées. Nous allons montrer que les
dérivées des solutions aussi tendent exponentiellement vers zéro. La
solution de (2.3.4), avec les conditions initiales (2.3.3), est

¥1(t) = yo;'e™'sina,t,
d’ou
¥y (t) = oy ' e [a,8in gyl + o, c080,).

[.e premier maximum & droite de 0 de v, () sera atteint pour la valeur

T, qui vérifie la condition
y;'(To) = 0.
Etant donnée que
' () = yoy'e™ [aisine,t |- 2a,0, 008, — o}8ing,t].
le nombre 7', vérifie 1'égalité
(@i — 07)8ino,To+ 2a,0,c080, Ty = 0,

done
(2.4.1) tgo, Ty = —2a,0,/(ai —a})
(on peut avoir ai—of = 2ai+b, = 0 — il suffirait alors de prendre
un bj > b, car alors I’hypothése V(a,, a,, b}, by) sera aussi vérifide).

Considérons les solutions des équations

1(:’—2a2u£—biui =0, 1 = 1,2’
avec les conditions initiales

u;(0) =0,  w;(0) =y
— elles ont la forme

w (1) = -2~ e"'sin sl

O

ol g5, =0 et oy = —a;—b;=>02>0.
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Nous avons admis I’hypothése V(a,, a4, b,, b;) done
2a,2+ by < f(t, z, 2)

pour z < 0, z > 0.
Puisque pour des ¢ < 0 assez petits en valeur absolue, nous aurons
z <0,z >0, il vient du lemme du »° 1.2 que

@ (1) <u(l).

De méme que ci-dessus, le maximum de «u, (t) est atteint pour la valeur
de t = T qui vérifie 1’équation

tgoT = —2a,0/(a;— o)

Supposons — comme au n°® 2.3. — que # = x(f) admette pour ¢ = PV
son premier minimum & gauche de 0 et pour ¢t = 7™ gon premier maxi-
mum i droite de 0. Alors, pour te/7 " 7, " nous aurons a’(t) > 0,
done

max . ?'[ ! I].(]\;‘ |J~" t!] = 1Max p. T{ " t]. T'” Ql" (f} .
Remarquons que
ax IR/ "(t) < S max o) y,{f} !_!;(T.,).
<0,7¢"1,0> 0,7y

Le signe ,,<” peut figurer dans la dernit¢re inégalité car il résulte de
(2.4.1) que T, peut ne pas appartenir % lintervalle <0, 7%,
De méme
:nax(i,m:)g,-r(f) < max{,ﬁ_ | (1) < w'(T)
et

max 2'(t) = max(y(To), u}(T)] 5 7Y (@, a5, by).

(TN, 1y
Nous avons admis ’hypothése V(a,, a,, b,, b;), done
24,24 by <f(t,z,2),

pour z > 0, ¢’ =2 > 0.
Puisque pour des t > 0 assez petites nous avons x > 0, =’ > 0, il
vient

uy(t) < z' (1) et uy(t) < x(t)

dans 'intervalle(0, T,> dans lequel w,(f) > 0. Supposons que pour ¢ = T,
la fonetion u = u,(t) admette son premier maximum & droite de 0. Etant
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donné que x est une fonction croissante dans <0, T")) (et 7', < TW),
nous avons

yN(a,, b!) ;'T u!(T4) gm(Td < ma‘x<0.T(1)>w(t) = max(]’(_l),T(l)')lm(tN

ol N (a,, by) peut étre calculée par les méthodes du n° 1.3.
Done

max, -1 a2 () Y(a b
(TN, 2 - (a,, a5, by) = A,(a,, as, by, by)
max<0,T(1)>x(t) N(a,, b,) #

Désignons par z, la valeur du n-iéme maximum de z = xz(t) & droite
de 0 (on ax, = M*™ ou z, = M®" V) et par z, la premiére valeur extré-
male de z' = z'(t) &4 gauche du point ou z(f) = =, (¢’est un maximum
positif). Nous avons donc démontré que

T
r < A, (ay, ay, b1,b ).

De méme, si " désigne la valeur absolue du »n-iéme minimum & droite
de © = z(t) et ™ la valeur absolue de la premiére valeur extrémale de
2’ = z'(t) & gauche du point ou z(t) = x,, alors

‘u

"
R Ag(ay, ag,y by, by).

Done, pour te(T", T¢*Y5, nous aurons
|z(t)| e~ < A(ay, ag, by, by)|x(T™)|exp(—eT™)
(ou A = max[4,, 4,]) et, comme au n° 2.3, il s’ensuit que
lima'(t)e™™ = 0,
o0

par conséquent ' = z’(t) est une fonction e-bornée pour £ > ¢, olt g < 0,
c’est-a-dire elle tend exponentiellement vers zéro.

2.5. Nos conditions sont les meilleures possibles. Supposons que
la condition (2.3.11) ne soit pas vérifiée. On doit alors aveir ou bien

(2.5.1) by = B(a,, by),
ou bien

(2.5.2) by < B(a,, b,).
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Si cette dernitre condition est vérifiée, il existe un 7 > 0 tel que

(1 '|" n)Mz < 'Ml .
Congidérons alors la fonction
bl pour le <T2! U]
bl te0, Tl) y
ou T; sont définies par les formules (1.3.10) dans lesquelles o, a la signi-

fication (2.3.3) et a la place de o, il faut mettre o définie par (2.3.2).
Enfin supposons que la fonction b = b*(t) soit périodique de période

(2.5.3) Ty,

En approximant convenablement b — b*(t) par des fonctions con-
tinues on peut trouver des fonctions b = b(t) continues, b(t)elb,, b,>
pour tous les t, telles que 1’équation

(2.5.4) ' —2a,8'—b(t)x =0

admette au moins une solution # = x(¢) non banale dont les zéros consé-
cutifs aient une distance mutuelle (2.5.3) et telles que le quotient des
valeurs absolues des extrema consécutifs soit plus grand ou égal & 1 (ce
quotient sera d’ailleurs plus petit que M,: M,); donc les amplitudes
des oscillations de x = x(t) croissent exponentiellement et vu que la
distance de deux extrema consécutifs aura une borne supérieure finie la
solution x = x(¢) ne sera pas une fonction s-bornée pour £ > 0. Il en
est de méme de sa dérivée z’' = z'(t).

11 est & remarquer que la période compléte d’une oscillation (c’est-
-3-dire 'intervalle de t¢ nécessaire pour que la valeur de x = xz(t) passe
de zéro au maximnum, % zéro, au minimum et de nouveau a zéro) est alors
approximativement le double de la période de b = b(t). C’est d’ailleurs
la condition optiina — bien connue — pour qu’il y ait résonance de seconde
espece.

Si la condition (2.5.1) est vérifiée, on a M, = M, mais parmi les
fonctions continues b = b(t) telles que b(t)e<{b,, b,>, Nnous ne pourrons
trouver que des fonctions telles que les solutions de (2.5.4) ont des ampli-
tudes décroissantes. Mais elles pourront décroitre non exponentiellement
et méme on pourra avoir

b*(t) =

lim|z(2)] > 0.
[t—co

Done, si la condition (2.3.11) n’est pas vérifiée, il existe des équations
(méme linéaires) qui vérifient I’hypothése V(a,, ay, b,, b,) et (2.3.2) et
dont les solutions ne tendent pas exponentiellement vers zéro. Méme



G4 Krzysztof Tatarkiewicz

parmi les ¢quations vérifiant V(a,, a,, by, b,), (2.3.1), (2.3.2) et (2.5.2)
il existe des équations ayant des solutions qui ne sont pas e-bornées
pour £ > 0 et qui, & plus forte raison, ne sont pas bornées.

Le probléme des conditions supplémentaires auxquelles doivent
satisfaire les équations, quand V(a,, a,, b,, b,), (2.3.1), (2.3.2) est véri-
fiée, mais (2.3.11) ne l’est pas, pour que leurs solutions tendent exponen-
tiellement vers zéro, est trés peu étudié (voir les remarques du § 2 demon
travail [4]).

2.6. L’énoncé du théoreme principal. Les résultats des nos précé-
dents peuvent étre résumés sous forme du théoréme suivant.

Théoreme. B1. Si 'équation (2.2.1) vérifie Uhypothése V(a,, a,, b,, b,),
les conditions (2.3.1), (2.3.2) et (2.3.11), alors toutes ses solutions non bana-
les avec leurs dérivées premiéres sont des fonctions oscillantes tendant expo-
nentiellement vers zéro; la distance de leurs zéros conzéeutifs (qui sont simples)
appartient « Vintervalle (n/204, 37/20).

Pour quatre nombres a,, asy b,, b, tels que by, <b, <0, ay, < a, <0,
b, < B(a,, b,) et que la condition (2.3.2) est vérifiée, il eriste une équation
(2.2.1) — qui peut méme étre linéaire — vérifiant Uhypothése V(a,, a,, b,, b,)
et telle qu’au moins une de ses solutions ne soit pas e-bornée pour ¢ > 0.

Des exemples banals (' —br’ = 0 ou b < 0 est une constante) mon-
trent que si la condition (2.3.1) n’est pas vérifiée, la coneclusion de ce
théoréeme peut étre fausse. Si la condition (2.3.2) n’est pas remplie (les
autres hypothises du Théoréme Bl étant vérifiées) il est probable que les
solutions tendent exponentiellement vers zéro (quoique elles puissent —
évidemment — ne pas étre oscillantes) — voir le §1 de mon travail [4].

Dans la définition de I’hypothése V nous avons supposé les inégalités
(0.2.4) vérifiées pour tous les x, z. Si elles ne I’étaient que pour des z, z
assez petites en valeur absolue (c’est-i-dire si I’hypothése V, . serait
verifiée), la conclusion du Théoréme B1 ne serait vraie que pour les
solutions ayant des valeurs initiales assez petites en valeur absolue.

De la fonction B = B(a,, b;) nous ne savons que ce qu’elle existe et que
B(a,, b,) < —ai- b,. Pour des applications numériques du Théoréme
B1, il faut done avoir recours ou bien a l'inégalité (1.4.3) (ou @ est défi-
nie par (1.4.1)) qui est équivalente a I'inégalité b, > B(a,, b,) ou bien
aux inégalités plus faibles, mais beaucoup plus maniables, du 2»° 1.5 (la
condition la plus commode — mais assez faible — est 1'inégalité (1.5.6)).

L’hypothése V étant assez compliquée, nous allons énoncer un thé-
oréme un peu plus faible, mais plus élégant. D’apres les raisonnement du
n° 0.3, il est une conséquence immédiate du théoremo BI1.
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Théoréme B1". Supposons que la fonction f — f(t, x,2), définie
pour tous les x,z et pour ¢t > T°, ait des dérivées continues et que

f(2,0,0) =0,
a, < }of(t,z,2)/0z <a,< 0, b, <0f(t,z,z)/0x <b, <O,
ou
o'= —a;—b, >0 et of = —al—b,.

Alors, pour chaque couple a,,b,, il eriste un nombre B(a,,b,) (qui
est une fonction de a, et de b, et peut étre évalué numériquement) et tel que
81

b, > B(ay, b,),
alors toutes les solutions non banales de 1'équation
(2.6.1) z’ = f(t,z,2')

sont, avec leurs dérivées premiéres, des fonctions oscillantes, qui tendent
exponentiellement vers zéro. La distance de leurs zéros consécutifs e(m/20,,
3n[20).

Pour chaque systéme de nombres a, <a, <0, b, <b, <0, oi
b,< B(a,, b,), il existe une fonction f = f(t,x,z2) (elle peut étre méme
linéaire en x et z), vérifiant les autres hypothéses, telle qu'il existe des solu-
tions de (2.6.1) qui me sont pas e-bornées pour ¢ > 0.

En tenant compte des considérations du n° 0.3, nous aurons aussi:

Théoréme B1'’. Si a = a(t), b = b(t) sont deux fonctions définies
et continues pour t = T*,

a, <a(t) <a, <0, b, <b(t) <b, <0

ou a;, b, sont des constantes telles que

aH—b1 <0
et
by > B(a,, b,),

alors toutes les solutions non banales de I'équation
o' —2a(t)’—b(t)x =0

aingi que leurs dérivées premiéres, sont des fonctions oscillantes qui tendent
exponentiellement vers zéro.
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Désignons par K la courbe du plan (a,b) donnée par les équations
paramétriques a = a(t), b = b(t). Les hypothéses du Théoréme B1%r

]

Fig. 3

équivalent & la condition K Clay, a,) x (by, b, 7 R. 11 est probable
que 8i nous supposons a(t) < a, < 0, b(t) <b, < 0, alors pour que la
conclusion du Théoréeme B1'" reste vraie, il faudra supposer en plus
que K soit immergé dans un ensemble contenant R et ayant comme fron-
tiére les droites a — a,, b = b,, une parabole b = —a?—o? (o o est
une constante) et une courbe convexe joignant un point @ (voir la fig. 3)
et le point (a,, b,). On peut facilement formuler un probléme analogue
pour l’équation (2.6.1).

3. Le cas a;, > 0.

3.1. La contre-résonance. Supposons maintenant que 1’équation

(3.1.1) ' =ft,z,z)
vérifie ’hypotheése V(a,, a,, by, b;) et que

(3.1.2) 0<a, <a, by <bh <0.
et

(3.1.3) ai+b <o0.

Les résultats présenteront ici beaucoup d’analogie avec ceux du
§ 2. Esquissons-les rapidement. Vu (3.1.2) et (3.1.3) on a ¢} = —ai-|
—b; > 0 et du Théoréme A il s’ensuit que toutes les solutions non bana-
les de 1’équation (3.1.1) sont oscillantes.

Considérons une équation linéaire i coefficients constants

(3.1.4) z'’' —2az’' — br = 0,
ou a*+b<0, 0 <a.
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Toutes les solutions non banales de (3.1.4) sont oscillantes et les
amplitudes des oscillations croissent exponentiellement. Une circon-
stance semblable peut se présenter pour les solutions de 1’équation (3.1.1),
vérifiant les conditions (3.1.2) et (3.1.3). Mais il peut aussi arriver, que
gsous ces conditions certaines solutions (ou toutes) ont des amplitudes
d’oscillations qui restent bornées (il peut méme arriver qu’elles ten-
dent vers 0, méme exponentiellement). Nous appellerons cet effet con-
tre-résonance de seconde espéce (par ’analogie & la contre-résonance de pfe-
miere espéce). A ma connaissance cette contre-régsonance de seconde
espice n’a pas encore été étudiée. Il est vrai qu'il est difficile de trouver
pour elle une application physique naturelle (contrairement & la réso-
nance de seconde espeéce).

3.2. Les solutions oscillantes. Nous allons trouver des conditions
gsous lesquelles la contre-résonance de seconde espéce n’aura pas lieu.
Considérons les solutions des équations

Wi — 20y — by, = 0
qui vérifient les conditions initiales
¥i(0) =0,  yi(0) =y > 0.
Enfin, considérons les solutions de (3.1.1) qui vérifient les conditions
initiales
z(0) =0, 2'(0) = y.
Nous aurons pour [{| suffisamment petits
0=>xz() =y:(t) pour <0,

0 < yu(t) <z(t) pour t=0.

Désignons par M, la valeur absolue du premier minimum & gauche
de 0 de la fonction y = y,(t) et par M, la valeur du premier maximum
4 droite de 0 de la fonction ¥ = y,(1).

I1 n'y aura pas de contre-résonance s’il existe un 7 > 0 tel que

(3.2.1) M, < (14+7)M,.

C'est-a-dire, si cette condition est vérifiée, les amplitudes des oscilla-
tions de & = x(t) croiteront exponentiellement.
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La condition (3.1.2) conduit, a 1’aide des mémes calculs qu’au n°
1.3, 4 la condition équivalente

(3.2.2) by > b,P(ay, by, by),

ou la fonction @ est définie par (1.4.1). C’est une condition implicite.
En la développant, nous obtenons une condition explicite, équivalente
a (3.2.1) et 4 (3.2.2), & savoir

(3.2.3) b, > B(a,, b,).

Formellement, c’est la méme condition que (2.3.11) ou l'on a mis
seulement a, 4 la place de a,. Remarquons pourtant que dans les deux
conditions (2.3.11) et (2.3.3) on a celui des a; dont la valeur absolue est
la plus petite.

11 est intéressant que, les signes des a; étant ici autres qu'au § 1, des
conditions plus fortes et plus simples que (3.2.3) aient une autre forme qu’au
n° 1.5. Par exemple, il est facile de voir que si

3

by > b,exp s y
—ai—b,

alors (3.2.3) est vérifiée, donc il n’y aura pas de contre-résonance (com-
parer a la formule (1.5.5)).

3.3. L’existence de la contre-résonnance. Soient quatre nombres
a,,a,, b, b, tels que

(3.3.1) by < B(a,, b,)

et que (3.1.2) et (3.1.3) soient vérifiées. Il est aisé & voir qu'il existe alors
des équations (3.1.1) qui vérifient I’hypotheése V(a,, a,, by, b,) (et en
plus la fonction f = f(¢, ¢, z) peut étre linéaire en z et z) et pour les-
quelles il y a contre-résonance, c’est-i-dire ces équations admettent des
golutions bornées (si dans (3.3.1) nous avons le signe d’inégalité, ces
solutions peuvent méme tendre exponentiellement vers zéro).

3.4. Un théoréme. Nous avons donc obtenu le théoréme suivant:

Théoréme B2. Si I’équation (3.1.1) vérifie hypothése V (a,, a,, by, b,)
les conditions (3.1.2), (3.1.3) et (3.2.3), alors toutes ses solutions non banales,
avec leurs dérivées premiéres, sont des fonctions oscillantes qui ne sont pas
e-bornées pour & > 0. La distance de leurs zéros conséculifs est contenue
dans Vintervalle (n]o,,, 3n/20y,).

Pour chaque b, vérifiant (3.3.1), il existe une équation (3.1.1) (elle peut
étre linéaire) vérifiant Uhypothése V(a,, ay, by, by) et les conditions (3.1.2)
et (3.1.3) et telle qu'au moins une de ses solutions non banales soit bornée.
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B3]

[4]

(3]

Streszczenie

1. Weimy rownanie rézniczkowe liniowe jednorodne, drugiego rzedu
o stalych wspélczynnikach

(1) '’ —2axr'—br = 0
gdzie

(2) a<0

i

(3) o= —a?—bh >0

(wtedy oczywiécie b < 0; zakladamy tez, ze o > 0). Wszystkie jego
rozwigzania 83 oscylujagce i zmierzaja wykladniczo do zera. Tymnie-
mniej réwnanie

&'’ —2ar' —bxr = ¢(1)

gdzie g jest funkejg okresowa o okresie w bliskim 27/0c moze mieé rozwia-
zania oscylujgce o amplitudzie nie znikajacej, a nawet rosngcej. Efekt
ten nazywamy rezonansem (pierwszego rodzaju). Roéwnanie liniowe

(4) '’ —2a(t)ye’ —b(t)r =0

gdzie funkeje a = a(t) i b = b(t) s3 okreslone i ciagle dla t > T*, oraz
spelniaja warunki analogiczne do warunkéw (2) i (3), a mianowicie

(5) at) <a, <0

i

(6) —a*(t)—b(t) = a* >0
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(gdzie a, o 83 stalymi) moze mieé rozwigzania o wlasnosdciach analogicz-
nych do wlasnodci rozwigzan réwnania (1), a mianowicie bedace funkejami
oscylujagcymi i zmierzajacymi wykladniczo do zera. Ale moze sie tez zda-
rzyé, iz rozwigzania te nie zmierzaja do zera (a nawet moga byé nie-
ograniczone); efekt ten nazywamy rezonansem drugiego rodzaju (albo
parametrycznym wzbudzeniem drgan). Mozemy obserwowaé¢ jego reali-
zacje (§cisle rzecz biorac nie dla réwnania liniowego (4) lecz dla pew-
nego jego nieliniowego uogoinienia) na hus§tawce rozhustywanej przez
przysiadajace i wstajace na niej dziecko. Znamy tez zreszta i inne
realizacje, majace powazniejsze znaczenie.
2. Wezmy pod rozwage rownanie — niekoniecznie liniowe —

(7) ' =f(t,z,a)

gdzie funkeja f = f(t, x,2) jest zdefiniowana i rézniczkowalna w spo-
86b ciagly dla wszystkich x,2 i ¢t > 7. Zakladamy, ze

(8) f(t,0,0) =0
oraz, ze istniejy stale a,, a,, b,, b, takie, ze

(9) b, < ofjdx < b, <0, a,< }0f0z < a,.

Praca niniejsza poswiecona jest zbadaniu warunkoéw, w ktérych réw-
nanie (7), uogolniajace rownanie liniowe (4), nie wykazuje rezonansu
drugiego rodzaju. Odpowiednie twierdzenia udawadnia sie zresztg przy
zalozeniach nieco stabszych niz (9) — danych skomplikowanymi wzorami
(0.2.4).

3. Udowadniam na przyktad w §2:
Twierdzenie B1Y, Jezeli funkcja f = f(t, x, 2) klasy C' spetnia wa-
runkt (8), (9) i

(10) a, <0, a;tb, <0,

to kaide niebanalne rozwiqzanie rownania (7) jest oscylujace. Ponadto dla
kaidej pary a,, b, spelniajqcej (10) istnieje takie B = B(a,, b,), e jesli

(11) b, > B(a,, b,)

to kazde rozwiqzanie rownania (7) zmierza wraz = pochodnymi wykladni-
czo do zera.

Podaje si¢ tez szacowanie od gory i od dolu odleglodei dwu sasiednich
zer niebanalnych rozwigzan.
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Widzimy wiec, ze warunek (11) jest warunkiem wystarczajacym na
to, by rezonans drugiego rodzaju przy spelnieniu (8), (9) i (10) nie zacho-
dzit. Mozna ponadto pokazaé, ze dla kazdej czwoérki ustalonych liczb
a,, a,, b,, b, spelniajacych (10) i takich, ze b, < b, <0, a, <a, <0,
b, < B(a,, b,), w klasie funkeji spetniajacych (8) i (9) istnieja funkcje
f=flt,z,2) (i to nawet liniowe wzgledem x i z) takie, ze nie wszystkie
rozwigzania odpowiedniego réwnania (7) bedg zmierzaé¢ do zera. A wige
warunek (11) jest tez — w pewnym sensie — najlepszym warunkiem
ograniczajacym b,, dostatecznym na to, by rezonans drugiego rodzaju
nie wystapil.

W praktyce zamiast postugiwaé sie nierownoécia (11), gdzie o B wiemy
tylko tyle, ze istnieje i ze B(a,, b,) < b,— aj, nalezy postugiwaé si¢ pew-
nymi warunkami cfektywnymi. Na przyktad, mozna si¢ postugiwaé
nieréwnosciag uwiklana (1. 4. 3) (gdzie @ dane jest przez (1. 4. 1)), ktéra
jest rownowazna rozwiklanemu wzgledem b, warunkowi (11), lub tez
nieréwnosciami stabszymi lecz za to prostszymi jak (1. 5. 6) albo (1.5.2)
(gdzie &, dane jest wzorem (1. 5. 1)).

4. Wnioskiem z twierdzenia B1" bedzie nastepujace twierdzenie
stuszne dla réwnan liniowych:

Twierdzenie B1'f. Jezeli a = a(t) i b = b(t) sq funkcjami zdefi-
niowanymi i ciqglymi dla t > T°, takimi, ze

(12) a, <a(t) <a, <0, b, <b(t) <b <O,

gdzie a;, b; sq stalymi spelniajacymi warunki (10) © (11), to kazde nie-
banalne rozwigqzanie réwnanie (4) jest oscylujgce @ zmierza wyktadniczo
do zera.

W mej pracy [2]| udowodnilem podobne twierdzenie dla réwnan linio-
wych (4) przy czym zakladalem, ze b, spelniajace (12) tylko istnieje (bez
spetnienia warunku (11)). Ale oczywiscie (skoro (11) jest najlepszym moazli-
wie warunkiem) dochodzily skomplikowane dodatkowe nieréwnosci,
ktére musialy spelniaé pochodne funkcji a = a(t), b = b(t) (o ktérych
zakladaliSmy, ze sg roézniczkowalne). Spelnienie tych nieréwnosei (jak
bedzie pokazane w mej pracy [4]) nie pociaga za sobg spelnienia (11).

5. Jezeli 0 < a i (3), to wtedy rozwigzania (1) sa oscylujace o ampli-
tudach rosnacych wyktadniczo. Na og6l podobnie zachowaja sie rozwig-
zania (4) gdy 0 < a, < a(t) < a, i spelniony jest warunek (6), ale moze
tez wystapié — nie badany dotychczas — przeciw-rezonans powodujacy
zanikanie oscylacji. W § 3 jego wystepowanie jest badane dla réwnan
niekoniecznie liniowych (7).
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Peaome

1. PaccmoTpum muHellHoe OJIHOpogHOe AMddepeHIHaIbHOE YypaBHe-
HHUS BTOPOrO MOPANKA C IIOCTOAHHBIMM Ko3(duimeHTavu

(1) x'—2ax +br = 0
rmge

(2) a<0

n

(3) o =—a’—b>0

(Torma oveBugHO a < 0, mojaraeM ¢ - 0). Bce pewenua ypaBueHus
KoJIeGTIOUMECA M CTPEMATCA 3KCMOHEHNUANbHO K nymao. Tem lie menee
ypaBHeHHe

z'' —2az’ — bz = g(1),

rge g ectb nmepuoxguyeckad QYHKUMA ¢ mepHOROM o GJAM3KUM K 27a/a,
MOKET MMeTb KoJjefJIolMec peuleHMsA ¢ aMTIUIUTYXol, He Malieloulei
[0 HyJA (a name pacrylueit). 9ToT 3deKT Ma3bIBAeTCA Pe30OHAHCOM (mep-
BOro popja).

Jluneiinoe ypaBHeHHe

(4) £’ —2a(t)z’ —b()r =0

roe @ = a(t) u b = b(t) o603Ha4YalOT (yHKIMMK OlIPENeeHHble U Hempe-
puBHble IaA ¢ > T, BHIIOJHAMLME yCIOBUA AHAJIOTMYHBIC C YCJIO-
BuAMHM (2) 1 (3), a MMEHHO

(5) a(t)<a1<‘,0
u
(6) —a* (Y —bt) =>¢* >0

(3mech @ MU ¢ MOCTOAQHHbIE), MOKET UMETb CO CBOICTBAMH aHAJIOrMYHBIMH
cBOMCTBAM peleHuit ypaBHeHMA (1), MMEHHO OHM BHIpaxKalTCA (YHK-
HMAMM  KOIeOMIOIMMNCA M CTPEMAILMMUCA ISKCIIOHEUMAIbHO K HYJIIO.
Ho MoeT Toe CIOyuyHMThCH, YTO 3TH pelleHMA He CTPeMATCA K HYJIIo
(mase MOryT He GHITb OrpaHHYEHHI); 3TOT 3()eKT HA3LIBAETCA Pe30HAHCOM
BTOPOro BUJA, WM NMapaMcTPHYECKUM Bo30y:kaeHHeM KoJseGanuil. MokeM
HaG6/I01aTh €ro oCyulecTBJI€HHE (CTPOro roBops, He JJIA JIMHEHHOro ypa-
BHeHUA (4), HO 1A HEKOTOPOIO €ro HejuHeitHoro 060011eHHA) B IBUKEHNHU
Kavenelf, packayeBaeMbIX IpHUCElalOLIMM Ha HUX pPcOGéHKoM. MaBecTHH
RIIPOYEM M MHHIE OCYLIeCTBJEHHA, MMellMe 6Gosiee CepuL3HOe 3HauYeHUe.
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2. PaccmMoTpuM ypaBHenue — He 06A3aTeJBHO JIMHeliHOoe
(7) o' = f(t, @, )

rxe f = f(t,x,2) ectb PyHKuMs onpeneaenHad u auddepennmpyeman
HEeTNMEPRBHO 1A Bcex T,z u t = T°.
ITonaraem uro

(8) f(t,0,0) =0
M 4TO
(9) b, < dffox < b, < 0, a,< }0f/0z< a,,

rxe a,,?v,,b,, b, 0003Ha4YalOT HEKOTOpble MOCTOAHHBIE.

[Ipegnaraemad pabota I110CBAllleHA MCCIET0BAHMIO YCJIOBMii, IIpH
KOTOPHIX ypaBHeHME (7) ABIioueecA 00obueHneM JIMHellHOro ypaBHEHMA
(4) He pmaer pe3onaHca 2-ro BMJa. BnpoueM coOOTBETCTBEHHBIe TeopeMH
MOKHO [OKa3aTb [IPH HECKOJbKO GoJjee ciabwlx MpexnochuiKax, yeMm (9),
OHH [XaHbI CJIOHBIMU (popmyaamu (0.2.4).

3. Hanpumep B § 2 noka3saHa

Teopema B1®. Ecau pynxima f = f(t, z, z) knacca C! ucnonuawoman
ycaBusa (8), (9) u

(10) a,<0, at+b <0

TO KaMJa0e He TpHBUA/IbHOE peuleHHe ypaBHeHMA (7) — KoueGalomieecs.
CBepx Toro, miA BCAKOW Mapsl Yucen a,, b,, yneBJIeTBOPAIOIINX YCJIO-
BMio (10), cymecrByer Takoe yucio B = B(a,, b,) uTo, ecau

(11) b, > B(ay, b)),

TO KaK[oe peuieHue YpaBHEHMA (7) CTpeMHMTCA BMeCTe C IPOM3BOHbLIMH
SKCITOHEHLMAJIBHO K HYJIIO.

JaHbl ToKe OlleHKH, BEPXHAA M HWKHAA, PACCTOANMUA IBYX COCEXHUX
Hyjeit HC TPMBMAJbHBRIX DellIeHHIl.

Wtak, BuguMm, uto ycaonue (11) ecTb ycil0BME ROCTATOMHOC JUIA TOTO,
uToGbl He MMeJl MecTa pe30HAHC 2-ro BuRa (NMpH COOGJIOAEHUU YCJIOBMA
(8)y, (9) m (10)). Moo mMoKasaTb CBepX TOro, YTO JJIA BCAKUX YeThIpex
YCTAHOBJIEHHBIX YMCCT @, @y by, by, BbIMONHALWMX (10) M TaKUX, YTO
by<b < 0,a,<a, <0, b, <<B(a,,b) cywecTBylo1 B Kiaacce ¢QyH-
Kuuii, BunmoauAwmux u (9), Takue Qyuwnuu f(¢, x,2) (mamke JduHelHble
OTHOCHTEJILHO & U Z) 4YTO He BCE PelleliuA YpaBHEHUH (7) CTPEMATCA K HYJIIO.
CaenoBartenbHo, yciosue (11) 3T0 — B HEKOTOPOM CMBIC/IE — caMoe JIyvilee
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yci0BMe, orpaHuyYuBalboinee b,, MOCTaTOYHOe XA TOro, YTOGBI He BHICTY-
najg pe3oHaHC BTOPOro BHUIA.

Ho B npakTuke BMecTO MOJIb30BaHMA HepaBeHCTBOM (11), B KoTopom
0 IOCTOAAHHOII B 3HaeM TOJbLKO TO, YTO OHAa cyllecTByeT n uto B(a,, b,) <
< b, —aj caenyer npuMeHATb HEKOTOpble addexTuBHBE ycaosua. Hanpu-
Mep, MOMHO MOJIb30BAaThCA HEABHHIM HepaBeHCTBOM (1.3.3) (rme @ pmano
yepe3 (1.3.1), KoTopoe pPaBHOCMJIBHO pa3pelleHHOMbl OTHOCHMTEJIbHO b,
ycnoBuio (11), auu ke GoJsiee cJaObIMM HepaBeHCTBaMM, HO 3aTo Goiee
npocthiMH, kKak (1.4.6) uan (1.4.2), rae &, naHo dopmymoi (1.4.1)).

4. 3akmloueHMeM U3 TeOpeMbl B1%® gpaserca caenymowasa Teopema,
OTMOCAWASACA K JAMHEHHHIM yPaBHEHUAM.

Teopema B1Yf. Ecam a =a(t) m b < b(t) PyHKuMM ompegeneHHbIE
M HemnpephIBHbIE OJA t =1" TaKue, 4To

(12) a, <a(t) <a, <0, by <bt)<b, <0,

rae a;, b; nmocroAanHble, BHIMOJHAIMe ycaoBUA (10) u (11), To Kammoe
He TPMBMAJIbHOE pellleHHe YPABHEHUA (4) KojebJIeTCA M CTPEMMTCA 3KCIO-
HEHLMAJbHO K HYJIO.

B paGore [2] A moka3ajl aHAJOrMYHYI0 TeOpeMy NJA JMHelHLIX ypa-
BHeHMil (4), mpuyeM A NpeRIoJaraln, yro b, BeIIOIHAWUIIEE yc.i0BUe (12),
TOJIbKO cyuiecTByeT — 6e3 BblIOJHeHnsa ycaoBua (11). Ho ouesumio,
TaK Kak (11) ABiAeTCA BO3MOXHO HAMIy4uIbIM YCJIOBBIEM, TO IOABJIAIMUCH
CJIOMHBIe J06aBOYHbBIE HEPABEHCTBA, KOTOpPbIE TOJKHBI ObIJIM BBIMOJIHATHCA
HPOM3BOAHBIMM (YHKUMH @ = a(t), b = b(f), OTHOCHUTEIbHO KOTOPLIX
npeagmoJsiaranoch, yto b AnddeHurpyemu. BrinonHeHMe 3TUX HepaBeHCTB
(kak Gynmer mokasaHo B Moeil pabore [4]) He BieyeT 3a 06010 BBIMOJIHEHUA
HepeBeHcTBa (11).

3. Ecau 0 < a n ucnosHeno (3), To peweHnuA ypaBHeHHuA (1) KosueGb-
I0lIMeCA € pacTYUIUMHM 3KCIIOHEHUMAJTHO aMmauTynamu. B obuwem mogo6-
HbIM 06pa3oM mnpoGeraloT pelieHUA ypaBHeHuA (4), korma 0 < a, <
< a(t) < a, 11 UCIIOJIHEHO YCJIOBE (6); HO MOKET TOMe BBLICTYIHUTh He Uccle-
IOBaHHbI {0 CUX MOp MPOTHUBY-PE30HAHC, BHI3LIBAIOLIMIL 3aTyXaHue Ko:le-
Gauuit. B §3 uccienyercd ero BbICTYymaHWe [JIA ypaBHeHuit (7) He o6a-
3aTeJIbHO JIMHEHHBIX.



