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Remarque sur l’existence des solutions en large de l’équation
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Замечание о существовании решении в целом уравниения
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Admettons l’hypothèsé suivante:
Hypothèse (A). Nous supposons que la fonction g(x) est continue flan 

Vintervalle <0, ffl>, où a. > 0, la fonction h (y) est continue dans l'intervalle 
<0,6>, où b> 0, et qu'il existe un a'e<0,№> et un //e<O,b> tels que la 
fonction g(x) décroisse, de b' à zéro dans l'intervalle <0, a'> et soit constam
ment nulle dans l'intervalle <«', «>, la fonction h (y) soit constamment nulle 
dans l'intervalle (b', b) et que dans intervalle <(0, b") elle soit la fonction 
inverse de la fonction g(x) dans l'intervalle <0,a'>.

Nous désignons par G. l'ensemble des points (x,y) tels que y = g(x), 
xe(0, a~) ou bien x = b (y), 2/«<0, et par A l'ensemble des points (x, y) 
tels que h(y) x < a et g(x) ^y ^b.

Nous admettons, en plus, que la fonction a(x) est de classe C(1) dans l'inter
valle \0, a) et la fonction r(y) est de classe C(1) dans l'intervalle <0,6>.

Enfin, nous supposons la fonction f(x,y,z,p,q) continue pour 
(x, y)eA et z,p,q arbitraires.

Ceci posé, nous pouvons formuler pour l’équation
d*z I dz dz\
— -f\(x,y,z,—,— j(1)
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le problème suivant, qui comprend, comme cas particuliers, les problè
mes de Cauchy et de Darboux(1).

Problème (C-D). On demande s'il existe une fonction z(x, y) qui soit 
continue, ainsi que ses dérivées dz/dx, dzldy et d2zldxdy, dans tout l'ensem-
ble A, et qui vérifie dans cet ensemble
(2) z(x, y) = <r(®) + t(î/) lorsque
(3) dz(x, y)/dx = a’(x) lorsque

l'équation (1) et les conditions 
(x, y)tQ,
y = 9(x),xe(Q, a>,

(4) d«(®, y)/dy = r'(y) lorsque x — A (y ), y « <0, .
Le but de cette note est d’établir une condition suffisante pour que 

le problème (C-D) admette une telle solution en largo. Comme nous le 
verrons, l’ordre de grandeur du module de la fonction f(x,y,z,p,q), 
quand |z|, |p| et |?| -* oo, va jouer un rôle essentiel.

Comme l’ont montré P. Hartman et A. Wintner ([4], exemple 2, p.841), 
la continuité seule de la fonction f(x, y,z,p,q) n’assure même pas l’exi
stence locale d’une solution du problème (C-D) dans le voisinage de la 
courbe G. Pour assurer celle-ci, il est nécessaire de soumettre la régula
rité de la fonction f(x, y,z,p,q) par rapport aux variables p et q à des 
hypothèses plus fortes que la continuité, telles que la condition de Lip- 
schitz ou celle de M. A. Plié, plus générale, que MUo Z. Szmydt a intro
duite dans les travaux [7] et [8]. N’entrant pas dans les détails sur ce 
sujet, nous admettrons l’hypothèse suivante:

Hypothèse (B). En adoptant pour tout nombre a et n > 0 quelconque 
la notation

—n lorsque a < — n

[a]» = a lorsque |a|

n lorsque a >n

nous supposons
l'équation

(5)

qu'il existe, pour tout m > 0, un nombre n > m tel que

d2z
dxdy = /l >J, [«]»

admette une solution zn(x, y) continue, ainsi que ses derivees dzn/dx, dzn/dy 
et d2zn/dxdy, dans tout l'ensemble A, satisfaisant aux conditions (2), (3) 
et (4).

(l) Pour ne pas prolonger et compliquer les raisonnements, nous nous bornerons 
à ces plus simples problèmes.
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Il est visible que l’hypothèse (B) est satisfaite si le problème (C-D) 
admet une solution en large dans l’ensemble J et, d’autre part, il est évi
dent que l’hypothèse (B) assure l’existence locale d’une solution du pro
blème (C-D) dans le voisinage de la courbe (?. Cependant, pour l’exi
stence d’une solution en large du problème (C-D) les hypothèses-(A) 
et (B) ne suffisent pas. Nous pouvons pourtant démontrer le théorème 
suivant :

Théorème. Si les hypothèses (A) et (B) sont remplies et si

h(6)
dr

+ 0(r)
ou

0(r) = max l/(®,ÿ,«,p,ç)| = max|/(®,y, [»]r, [p]r, [ç]r)|, 
(a!,»)eJ,|»|,|t»|,|ï|<r (æ.lz)eJ

le problème (C-D) admet une solution en large dans l'ensemble A.
Remarque. On vérifie aisément que la condition (6) est équivalente

à la condition

r dr
J e+0(r)

où e est un nombre positif arbitraire, 
l’a démontre A. Wintner [10J, assure

+°°
= +oo,

Une condition analogue, comme 
l’existence de solutions en large

des équations différentielles ordinaires, cf. aussi [2J, p. 61, problème 5. 
Démonstration. Posons

K — max |<7(æ)| 4- max |<r'(£c)|4_ tnax jT(y)|4-max jr'(?/)i
Osjx<a 0<x<a

et désignons par R(t) l’intégrale de l’équation

dR
dt

44- a+ b
(l+0(^))

issue du point t = 0, R — K et saturée à droite. Cette intégrale est une 
fonction croissante (la dérivée R’(t) est donc non décroissante) et elle 
est définie dans tout l’intervalle 0 ^t< 4-oo, ce qui résulte immédia
tement, a cause de (6), de la formule

(7)
dr

l+0!f)
44- «4- b t.f 2
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et

(11)

par suite

Soit n un nombre quelcongue satisfaisant à l’inégalité 

ût 4- b ab
(8) h>jw0 = Æ + 2------ R (a + b),

a+6 + 4

pour lequel le problème (C-D) relatif à l’équation (5) admet une solu- 
zion zn(x,y) en large dans l’ensemble A. Ce nombre existe en vertu de 
l’hypothèse (B). Posons

«nO», //) = y)/dxdy
Nous aurons alors
(9) zn(x, y) = ff(x)+r(ÿ) +JJ sn(u, v)dndv,

Jxy
OÙ

Ariz = {(«, *’):(», r)eJ, u < x, v

(10) ——---- = a (x) + J sn(x, v)dv

X

f8n(u,y)du,
*00

r)d(/drjn, |(r'(.r)4-

X

+ J «n(x, r)«to]n, p(y)+ J »„(«,»/)</« |j ,
»(/■) h(v)

donc
\sn(x,y)\ < 0(max(|<x(x)+T(i/)+Jj#B(w, v)dudv\, + 

w
U x

+ J «n(x,v)dr , z'(y)+ Jsn(u,y)du 
o(x) *00

d’où

(12) |S„(x, y)\ < + J J ]ttn(wr v)\dudv + J |#n(x, r)|d» + f ^sn(u, y)\du]
■1Xy S(.r) *00

pour (x, y)eA. En particulier

(13) , |#„(x, y)| pour (x,y)«e.

^„(z, //) 
d.»/ r'(.V)

*»(<”, y) =f{x, y, [<t(x) + t(jz) + J J 8n(tt,
.1x//
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Prolongeons la fonction nn(x, y) continûment sur le rectangle

D — {(#, y): 0 a, 0 ^. y fc}

de telle façon que l’inégalité (13) soit vérifiée pour (x, y)eD — A. En tenant 
compte de (12) nous avons donc

(14) \sn(x,y)\ < + J/|#»(«, v)\dudv+ J |#„(®, v)\dv + / |#n(«,3/)ld«)
0 0 0 0

pour (x,y)fD.

Posons maitenant
rn(t) = màx |s„(a;, y)\ pour te < 0, +oo).

(£,V)éJ,x+V<<

La fonction »•„(/) est continue, non négative est non décroissante et on a

(15) l«„(»,3Z)| <rn(x + y) pour (x,y)eD-,

pour (x,y)eJ) tels que x+y <t nous avons donc
V U t
fl#«(», v)\dv < J rn(x+ v)dv C Jrn(r)dT, 
o o o

fMu,y)\du J rn(u + y)du ^Jrn(r)dT 
0 0 0

©t
x v xy
ffl8n(ui v)\dndv rn(u+v)dudv C
0 0 0 0

X iz 1 1 t
-^(rn(x + v'> + rn(u +y))dudv ^—(a + b) frH(r)dT,

0 U “ “ 0

d’où l’on tire, en tenant compte de (14),

1 r|*„(®,ÿ)l ^0(J£+—(4 + a + b)Jr„(r)dT) pour (x,y)eD, x+y < <, et, 
■“ 0

par conséquent,

1 r(16) rn(t) <0(Æ+-(4 + a+fc)-Jrn(T)dT) pour <e<0 + oo).
* 0

En posant
■B»(<) = ■K+-|(4 + a + 5)/r„(T)dT
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nous aurons, d’après (16), R'(t)/[1 + <t>(Rn(t))] ^|(4 + a+ô), 
donc, en tenant compte de (7),

f _ dr f fi"(T) dr " 4 + a + b t = f dr 
J l + 0(r) = J l + 0(Jün(T)) <T 2 ' "J l+0(r)‘

Il en résulte que Rn(t) ^R(t) pour <e<0, +oo), donc

rn(t) ^&(RJÜ) ^&(R(t)) < 2R'(t)l(l + a+b) pour <e<0, + oo), d’où, 

en vertu de (15),

(17) !#„(«, y)\ ^2B'(a+6)/(4+a + 6) pour (x,y)eA.

Des formules (9), (10), (11), (17) et (8) on déduit \z (x,y)\ <w0,

\dzn(x,y)/dx\ <^m0 et \dz0(x, y)/dy\ < m„ pour (x,y)eA,
donc

l>»(æ, J/)]« = zn(x, y),
fdzn(x, y)' 1 - »’ et rdz„0r, y)] dzn(x,y)
L dx 1» dx L dy J dy

pour (x,y)eA-, par conséquent zn(x,y) est une solution en large dans 
l’ensemble A du problème (C-D) pour l’équation (1). Le théorème se 
trouve ainsi démontré.

La condition (6), qui intervient dans ce théorème, est remplie, par 
exemple, s’il existe des constantes M > 0 est N > 0 telles que 
\f(x,y,z,p,q)\ ^M+N-(\z\ + \p\+\q\) pour (x,y)tA et z,p,q quel
conques (cf. [1], [5], [6] et [9]). En particulier, ceci a lieu lorsque la 
fonction f(x,y,z,p,q) est uniformément continue par rapport aux 
variables z,p,q dans l’ensemble (x,y)tA, z,p,q quelconques. Dans 
ce cas on a 0(r) < M+N*-r, N* = 3N.

La condition (6) est aussi remplie si

0(r) M-}-N•r<log(H-r)
ou

0(r) < JI+.y-r-log(l-|-r)-log(14-log(l + r)),
ou bien

0(r) Jf+JV-r-log(l + r)-log(l-t-log(14-r))-log(l + log(l + log(l + r))) 

et aussi de suite.
Les exemples suivants montrent que, dans notre théorème, l’hypothèse

(6) joue un rôle essentiel.
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Exemple 1. Considérons l’équation

d^/dxdy = \dzldy\a, a > 1

et déterminons la solution de cette équation qui satisfait aux conditions 
(problème de Darboux)

z(x, 0) = 0 pour Æe<0, 1>,

«(0, y) = [(a—l)c]1/(1_a)iy pour ye<0, 1>, où 0<c<l.

Un calcul élémentaire montre que cette solution est unique et qu’elle 
s’exprime par la formule

3Z) = [(a-l)(c-a>)]l/(l-o)-y,
elle n’est donc définie que dans le rectangle 0 s^æ< c, 0 <Zy s^l et 
ne peut être problongée sur le carrée 0 x, y < 1.
Exemple 2. Considérons l’équation (2)

d*z
dxdy

2
a—1 -1«!“, a > 1,0 < c < 1.

Une solution de cette équation, satisfaisant aux conditions 
z(æ,0) = z(0,y) = c2/(1_a)

est la fonction
«(®, y) = (c—®y)2/(1-a),

qui ne peut être prolongée d’une manière continue au-delà de la branche 
d’hyperbole xy — c, x > 0. Ctte solution est unique dans l’ensemble 
0 <æ,y <1, xy < c, car, dans chacun des ensembles 0 ^x, y <1, 
xy < d < c elle vérifie l’équation

d2s
dxdy a-1

|[«]„r, n = (c-d)’'1-“,

qui admet une seule solution, puisque son second membre est continu 
pour 0 y <1, z arbitraire, et vérifie la condition de Lipschitz par 
rapport à z avec une constante universelle (cf. [3], p. 317).

Dans les deux exemples ci-dessus, les hypothèses (A) et (B) sont 
remplies (cf. [3], p. 317), tandis que la condition (6) n’est satisfaite dans

+OO
aucun d’eux, ce qui résulte de la convergence de l’intégrale jx~aAx pour

i
« > 1.

(’)Un exemple semblable pour le problème de Cauchy a été donné dans le tra
vail [5], p. 102.
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Streszczenie
Podany przez A. Wintnera [10] warunek dostateczny dla nielokal

nego istnienia rozwiązań równań różniczkowych zwyczajnych postaci 
y’ = f(x, y), polegający na ograniczeniu szybkości wzrostu prawej strony 
równania przy nieograniczonym wzroście wartości bezwzględnej zmiennej y, 
został w niniejszej pracy przeniesiony na równanie cząstkowe rzędu dru
giego typu hiperbolicznego o dwu zmiennych niezależnych.

Резюме
Данное А. Винтнером [10] достаточное условие существования не

местных решений обыкновенных дифференциальных уравнений вида 
у' =f(x,y), состоящее в ограниченности быстроты возрастания пра
вой стороны уравнения при неограниченном возрастании абсолютной 
величины переменной у, перенесено в предлагаемой работе иа ура
внения с частными производными второго порядка гиперболического 
типа с двумя независимыми переменными.


