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Sur la notion des liaisons
O pojeciu wiezow

O NOHATHM CBA3EH

1. La notion des liaisons est aussi vieille que la Mécanique elle méme,
mais elle est tout-de-méme assez confuse pour étre une source des ma-
lentendus. Les définitions usuellement données dans des Traités ne sont
pas assez précises et permettent de douter si certains systémes sont libres
ou non, ou bien s'ils sont holonomes ou non. Ce dernier cas est plus impor-
tant, le comportement de tels systémes étant moins intuitif que le com-
portement des systémes libres.

Dans cette Note nous introduisons des nouvelles notions de mouvement
libre et de mouvement holonome. En partant de ces notions nous construi-
sons une systématique des systémes qui est plus detaillée et plus précise
que celle qui était employée jusqu’a present.

2. Nous allons appeller liaisons d'un ensemble de n points

P; = (xsi—2, T3 1, X3i), i=1,2,..,n,
chaque ensemble de conditions
(%) fr(t, 2yy ooy X3n, Byyon, Ban, €y ey =0, k=1,2,..,s
(o le signe = peut étre remplacé par les signes << ou < et ¢y, ..., c, dé-
signe un ensemble de constantes arbitraises), tel que

1° Les conditions soient indépendentes (c’est-a-dire qu’aucune des
conditions (*) ne peut pas étre obtenue des autres a l'aide des transforma-
tions analytiques, des dérivations ou des intégrations).

2° 1l existe des ensembles des nombres

: Iy . [ an AT penrTaary GitP GG
qui vérifienit (x).
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3° Les fonctions f; soient assez réguliéres.

On ne considére le plus souvent que des conditions (*) qui ne dépen-
dent pas des constantes arbitraires. Cela suffit dans les applications, car
on peut considérer les liaisons pour chaque ensemble des constantes
¢y, ..., ¢, séparément (voir l'exemple 7E) mais ne permet pas d'introduire
une définition de l'équivalence des liaisons qui pourrait étre utilisable
pour la définition des liaisons holonomes.

Nous n’excluons pas l'éventualité f; =0. (Vu 1° on doit alors avoir
s=—1). Si f; = 0 nous allons dire que les liaisons sont banales.

Un ensemble de point assujetti aux liaisons banales sera dit systeme
libre. Dans le cas contraire il sera dit systéme non libre.

Les extensions des définitions que nous avons admis ci-dessus aux
liaisons parameétriques, aux liaisons qui dépendent de ..., aux systémes
de corps solides etc. sont évidentes.

On pourrait étre tenté d’'introduire une définition d'un type plus
général que la définition admise ci-dessus (et qui suffit pour toutes les
applications), par exemple appeller liaisons chaque condition qui exclue
certaines positions ou vitesses. Cette définition semble étre trop vague
pour servir de base a4 une théorie précise.

Admettons que les forces appliquées ne dépendent que du temps, des
positions et des vitesses.

De l'axiome des réactions des liaisons (voir — par exemple — Prze-
borski [2]) il résulte l'existence des forces appellées réactions des liai-
sons. Les conditions analytiques (*) ne les définissent pas univoquement.
Acceptons une réalisation des liaisons, c'est-a-dire admettons qu'elles
soient sans frottement, ou bien — plus généralement — qu’elles ne
travaillent pas (c’est-a-dire que la somme des travaux virtuels soit nulle,
voir — par exemple — Tatarkiewicz [3]), ou bien qu’'elles soient
avec frottement, ou enfin qu’elles comportent un asservissement, etc. La
réalisation des liaisons peut dépendre du choix des forces appliquées (voir
I'exemple du no 9). Alors — si l'on connait les conditions initiales et les
forces appliquées — les réactions seront définies univoguement.

Nous dirons qu'un systéme <5 de n points est déterminé si nous con-
naissons les masses m; de ces points, leurs liaisons, les forces appliquées
et la réalisation des liaisons (donc les réactions).

Nous allons entendre par conditions initiales chaque ensemble de
valeurs x; (t;), £:(t), i=1,2,.., 3n qui est compatible avec les liaisons,
c'est-a-dire qui vérifie (=).

Soit un intervalle de temps (t,, t,) fixe et un systéme o fixe. Sup-
posons que le mouvement du systéme o soit déterminé dans l'intervalle
(ty, ty) par les liaisons L (c’est-a-dire qu'il vérifie (*) pour un ensemble
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donné des constantes cy,...,c,), les forces appliquées (assez réguliéres)
F, une réalisation donnée T des liaisons L et les conditions initiales /1
(compatibles avec les liaisons L — en général elles déterminent les con-
stantes cy, ..., ¢, univoquement). Ce mouvement est alors déterminé uni-
voquement et sera dit mouvement L, F, T, I. (Les mouvements des sy-
stémes libres pourront étre caractérisés par F, I seulement).

3. Supposons que deux liaisons LY, et L' soient indépendentes ou
bien qu’au moins une d’elles soit banale. Si un systéme est assujetti aux
liaisons L'V et aux liaisons L'®, nous dirons qu'il est assujetti aux liaisons
LY 4 L,

Définition 1. Si le mouvement LV + L®, F, T, I est le méme que le
mouvement L', F, T, I, alors nous dirons que dans ce mouvement les
liaisons L'® mn’agissent pas. Dans le cas contraire nous dirons qu’elles
agissent.

Si aux liaisons LY, j=1, 2, correspondent les réactions RY), j=1,2,
i=1,2,..,3n, et dans un mouvement les liaisons L® n'agissent pas, alors
pour ce mouvement R¥ =0, i==1,2,..,3n et inversement. Remarquons
que les liaisons banales n’agissent pas.

Définition 2. Si dans le mouvement L, F, T, I, les liaisons L n’agissent
pas nous dirons que ce mouvement est libre. Dans le cas contraire nous
dirons qu’il n’est pas libre.

On peut définir d’'une maniére semblable une position d’équilibre libre
(d’équilibre mon libre) d’un systéme.

4. Nous dirons que deux liaisons L et L* sont équivalentes, si L* est
une conséquence de L et inversement. (C’est-a-dire que L°® se laisse obtenir
de L a l'aide des transformations analytiques, des dérivations et des inté-
grations).

Si L et L* sont des liaisons équivalentes et ont une méme réalisation,
alors leurs réactions sont les mémes.

Nous dirons que les liaisons L sont holonomes, si elles sont équivalentes
a des liaisons (*) qui ne dépendent pas des &; ou a des liaisons banales. Les
liaisons qui ne sont pas holonomes seront dites non holonomes.

Un systéme assujetti aux liaisons holonomes sera dit systéme holo-
nome. Un systéme assujetti aux liaisons non holonomes sera dit systéme
non holonome.

Chaque systéme libre est un systéme holonome.

Définition 3. Soit un mouvement L, F,T, 1. S’il existe des liaisons inde-
pendentes L' et L' telles que 1° L'+ L® soient équivalentes a L, 2° les
ligisons L' soient holonomes, 3° les liaisons L® n’agissent pas, nous dirons
que ce mouvement est holonome. Si pour chaque couple de liaisons indé-
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pendentes L") et L'® tel que 1° L'+ L™ soient équivalentes a L, 2° les
liaisons L' soient holonomes, 3° les liaisons L'® soient non holonomes et
agissent, nous dirons que ce mouvement est non holonome.

5. Remarquons que chaque mouvement d'un systéme libre est un
mouvement libre. Mais il existe (voir ci-dessous I'exemple du n° 7A) des
systémes non libres qui n’admettent que des mouvements libres.

De méme remarquons que chaque mouvement d’un systéme holonome
est un mouvement holonome. Mais il existe (voir ci-dessous les numéros
8 et 9) des systémes non holonomes qui n'admettent que des mouvements
holonomes.

Introduisons les définitions suivantes:

Définition 4. Un systéme non libre qui n’admet que des mouvements
libres, sera dit systéme pseudo-libre.

Définition 5. Un systéme non holonome qui n’admet que des mou-
vements holonomes sera dit systéme pseudo-holonome.

Chaque systéme pseudo-libre est un systéme pseudo-holonome.

Remarquons que la notion du systéme libre ne dépend que de ces
liaisons (elles doivent étres banales, donc peuvent avoir n’'importe quelle
réalisation), c'est-a-dire si un systéme est libre, alors tous les systémes
ayant les mémes liaisons, indépendamment des forces appliquées, sont
libres. Cependant, la notion du systéme pseudo-libre dépend aussi des
forces appliquées et des réalisations des liaisons, c’est-a-dire en changeant
convenablement les forces appliquées ou des réalisations des liaisons nous
pouvons passer d'un systéme pseudo-ilbre a un systéme qui n’est plus
pseudo-libre (voir les exemples 7B et 7C). La méme différence existe
entre les systémes holonomes et les systémes pseudo-holonomes.

6. Il est facile de voir que tous les mouvements libres d’'un systéme
non libre peuvent étre plongés, sans changement des forces appliquées
dans un champ de mouvement d’'un systéme libre. C'est-a-dire qu'il existe
un champ de force Ff defini dans tout I'espace et égale a F; pour toutes
les positions et vitesses vérifiant les liasons et tel que chaque mouvement
libre L, F, T, I soit un mouvement F* I d'un systéme libre.

De méme il est facile de voir que tous les mouvements holonomes
d’un systéme non holonome ayant des liaisons L!"'+ L peuvent étre plongeé
sans changement des forces appliquées et de la réalisation des liaisons
dans un champ de mouvements d’'un systéme holonome. C'est-a-dire qu'il
existe un champ de force F{ défini pour toutes les positions et vitesses
compatibles avec les liaisons holonomes LM et égal a F; pour toutes les
positions et vitesses vérifiant les liaisons L+ L"), tel que chaque mou-
vement holonome LM+ L® F,T,I soit un mouvement L', F,T,1 d’un
systéme holonome.
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7. Des exemples.

A. Soit un point dont les liaisons sont formées par un plan fixe, les
forces appliquées ont des directions contenues dans ce plan et les liaisons
ont une réalisation sans frottement. Chaque mouvement de ce systéme
non libre est un mouvement libre. I1 s’ensuit que nos liaisons (bilatérales)
n’agissent pas.

B. Si nous introduisons dans '’exemple A une réalisation des liaisons
qui comporte du frottement, alors (quoique le mouvement reste plan) les
liaisons vont agir et les mouvements ne seront plus libres.

Si nous allons accepter la réalisation des liaisons sans frottement et
ajouter les forces du frottement aux forces appliquées, les mouvements
resteront libres. Nous voyons que la notion du mouvement libre dépend
de ce que nous considérons certaines forces comme des réactions ou bien
comme des forces appliquées.

C. Si l'on change convenablement dans I'example A les directions du
champ des forces appliquées, on peut facilement parvenir a des exemples
des systémes dont certains mouvements sont libres et les autres ne le
sont pas.

Par exemple, si les liaisons sont xy = 0, le champ des forces appliquées
est [0, xy, 1] et les liaisons ont une réalisation sans frottement, alors seu-
lement les mouvements ayant comme conditions initiales x| (t;)=0,
xy(ty) = 0 sont des mouvements libres.

D. Tous les mouvements d’une pendule phérique sont non libres.

E. Les liaisons d’'un point

;=0 et x,—c,=0

(ou c¢; est une constante arbitraire) sont équivalentes. Soit un champ de
forces [0,0,1]. Supposons que les liaisons ont une réalisation sans frot-
tement. Alors notre systéme (formé d’un point) sera pseudo-libre et éxé-
cutera les mémes mouvements que le systéme assujetti seulement aux
liaisons banales et sollicité par le méme champ de forces [0, 0, 1]. Cepen-
dant en changeant le champ de forces en [1,0, 0] nous obtiendrons deux
systemes n’ayant plus les mémes mouvements et (le systéme non libre ne
sera plus pseudo-libre).

Dans chaque mouvement les conditions initiales détermineront la
constante cy.

F. Soient des liaisons (unilatérales) L: x; << 0. Alors pour chaque mou-
vement tel que x,(t) <0 les liaisons L n’agissent pas.

G. Les liaisons x; < 0 sont un exemple des liaisons qui n'agissent pas
Pour chaque mouvement compatible avec eux.
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8. Soit un systéme libre. Si nous introduisons comme liaisons des
intégrales prémiéres du systéme primitif, nous n’obtiendrons que des
mouvements libres (pour des conditions initiales qui doivent évidemment
étre compatibles avec les liaisons). C’est-a-dire que le nouveau systéme
ainsi obtenu est pseudo-libre.

De méme si nous considérons un systéme holonome et si nous intro-
duisons comme liaisons supplémentaires des intégrales prémiéres du sy-
stéme primitif nous n'obtiendrons que des mouvements holonomes (pour
des conditions initiales qui doivent évidemment étre aussi compatibles
avec les nouvelles liaisons). Si les intégrales prémiéres employées comme
liaisons forment des conditions non holonomes, nous allons obtenir ainsi
un systéme pseudo-holonome.

9. Considérons comme exemple le systéme non holonome donné par
M. Bottema [1}. Soit un disc horizontal D qui peut tourner autour
d’'un axe vertical I et soit un point matériel P qui doit se mouvoir sur
ce disc. Ces liaisons L!" peuvent s’exprimer par des conditions ne compor-
tant pas des dérivées, donc elles sont holonomes. En plus, supposons que
le moment de la quantité de mouvement est constant (M. Bottema
suppose méme qu'il est égal a zéro). Cette liaison L® — comme l'a dé-
montré M. Bottema — est non holonome.

Supposons que les forces appliquées sont des forces intérieures du
systéme et supposons que les liaisons ne travaillent pas, ce qui implique
que les liaisons holonomes L!Y sont sans frottement (il n'y a pas de
frottement entre I'axe I et le disc D et entre le disc D et le point P).

Alors du Théoréme du moment de la quantité du mouvement et des
résultats du numéro précédent il s’ensuit que tous les mouvements (ayant
les conditions initiales compatibles avec les liaisons) sont des mouvements
holonomes. Donc le systéme est pseudo-holonome !).

1) M. H. D. Block dans le compte rendu du travail de M. Bottema au
Math. Rev. 17 (1956), p. 203 construit une autre définition que la nétre des liaisons
et des liaisons non holonomes. (De cette définition il s’ensuit que les liaisons non
holonomes de l'exemple de M. Bottema ne sont pas du tout des liaisons dans
le sens de M. Block). La définition de M. Block — qui est sans défaut du
point de vue de la logique — pourrait étre acceptée comme base de la théorie des
liaisons. Malheuresement elle a un caractére metamathématique (elle emploie des
propositions sur propositions mathématiques et non des propositions sur des objets
mathématiques); en plus elle met en avant les forces et les conditions initiales et
ne définit les liaisons qu'en fonction des forces et des conditions initiales. 11 nous
semble qu'en mettant en avant les liaisons nous avons obtenu une notion qui est
plus proche de la notion intuitive (et employée en pratique) des systémes libres et
des systemes holonomes.
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M. Bottema fait une approximation des mouvements de son sy-
stéme a l'aide d'un systéme holonome. Vu les résultats du no. 6 tous les
mouvements de ce systéeme peuvent étre plongés dans un champ des
mouvements d'un systéme holonome, donc ils sont exactement (et non
seulement approximativent) des mouvements d’'un systéme holonome se
mouvant sous l'influenee des mémes forces. Cette remarque rend peu
intéressante 1'étude du systéme de M. Bottema.

Si l'on admet, dans l'exemple de M. Bottema, que des forces
extérieures sont appliquées, alors la réalisation des liaisons exigera (en
général) des liaisons comportant un asservissement. Cet exemple nous
montre que la réalisation des liaisons peut dépendre effectivement du choix
des forces appliquées. Il est a remarquer que le systéme ainsi obtenu
fournira (en général) des mouvements non holonomes.
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Streszczenie

Praca ma na celu usScislenie poje¢: wiezéw, wiezéw holonomicznych
1 wiezow anholonomicznych oraz wyodrebnienie dwoéch klas ukladéw:
pseudoswobodnych i pseudoholonomicznych. W klasach tych znajdg sie
pewne uklady, o ktore toczyly sie ostatnio polemiki, czy sg one, czy tez nie
sg ukladami holonomicznymi.

Jesli w pewnym przedziale czasu ruch ukladu skrepowanego pewnymi
Wiezami i zdeterminowany przez pewne warunki poczgtkowe (zgodne
z wiezami) odbywa sie pod wplywem danych sil przy danej realizacji
wiezow (wiezy beztarciowe, tarciowe, regulujace itd.) w ten sam sposob,
jak gdyby ukiad byl swobodnym i dzialaly nan te same sily, to méwimy
ze dany ruch ukladu jest swobodny.

Moze sie zdarzyé, ze uklad jest skrepowany wiezami, lecz mimo to
kazdy jego ruch (zgodny z wiezami) pod wplywem pewnych sil i przy
danej realizacji wiezow jest swobodny. Mowimy, iz wtedy uklad jest
bseudoswobodny.

5
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Na przyklad kazdy ruch punktu, ktéry ma sie porusza¢ bez tarcia po
pewnej stalej plaszczyznie, pod wplywem sil lezacych w tejze plaszczyznie
jest ruchem swobodnym (mimo iz mamy do czynienia z ukladem nie swo-
bodnym). Jest to wiec przyklad ukladu pseudoswobodnego.

Podobnie definiuje sie ruchy holonomiczne i uklady (anholonomiczne)
pseudoholonomiczne. Podane sg przyklady takich ruchoéw i takich ukladow.

Pe3zwme

Ora paboTa uMeeT LeJbI0 YTOYHUTHL ITOHATUA CBA3eH, CBA3€l TOJIOHOM-
HBIX M HEroJIOHOMHBIX, a TaKXe BBIJEJUTb ABa KJacca CUCTEM: ICEBIO-
cBOOOMHBIX M INCEBXO-TOJIOHOMHBIX. K 9THMM KJitaccaM NpMHANJIEXaT HEKO-
TOpbIE€ CUCTEMBI, OTHOCUTEIIEHO KOTOPBIX BEJIMCh B MOCJIETHEe BpeMA MoJie-
MMKMY, ABJAIOTCA JIM OHM TOJIOHOMHBIMM CMUCTEMaM¥, MJIM HeET.

Ecau B HEKOTOPOM MHTEpBaJjle BpPEMEHM IBMIKEHME CHCTEMbI NoaBep-
>XEHHOJ HEKOTOPLIM CBA3AM, M ONpeNeJEHHOE HEKOTOPbIMM Ha4aJIbHbIMM
yCJIOBUAMY (COBMECTHBIMM CO CBA3AMM), NPOMCXOOMUT IOA AENACTBMEM JaH-
HBIX CMJI NIpY JAHHOM peaJIM3MPOBaHMMU cBA3eit (cBA3u Ge3 TpeHud, ¢ Tpe-
HMeM, peryJaupyloume u T. J.) TAKMM caMbiM obpa3oM, kKak-Oyaro 6w cuc-
TeMa Oblna cBOOOAHA, M Ha Heé€ HeicTBOBaJM ObI Te Ke caMble CMJIBI, TO
TOBOPMM, YTO JaHHOE ABUKEHME CUCTEMBbI CBOOOHO.

MoxKeT cIyuMThCs, YTO CHMCTEeMa MOJABEPIKEHAa CBA3AM, HO HECMOTPA Ha
3TO Kaxjoe €€ OBuiKeHMe (COrJIacHOE CO CBA3AMM) TIOA AEUCTBMEM HEKOTO-
PBIX CMJI M IIPU JaHHOM peaJu3upoBaHum cBsa3elt cBoboxHo. ['oBopyum, yto
TOrga cucTema IceBmo-cBobomHa.

Hanpumep, BcAKoe ABUIKEHME TOYKM, KOTOpas BBIHYXKAEHa ABMUIaThCH
6e3 TpeHMs Mo HEKOTOPOi HENOABMKHOM ITJIOCKOCTM, TIOR AENCTBUEM CUII,
JiexkalllMx B 9TOM 2Ke MJIOCKOCTY, €CTh ABMKeHMue CBoOogHoe (HecMoTps Ha
TO, YTO IMEEM JEeJIO C CUCTEMOI HeCBODOIHOI). 3TO nmpyumep CUCTEMEI IICEB-
n0-cBobGomHOIM.

IlopobupiM o6pa3om onpenenAeTcA ABMIKEHUA TOJIOHOMHBIE M CUCTEMbI

(HeroJIOHOMHBIE) rICEBNO-TOJOHOMHBIE. IIpuBeneHbI TpUMMeEpPHI TAKUX ABUIKE-
HMMA U TAKUX CUCTEM.



