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Sur les moyennes et les extréma des modules des fonctions
analytiques

O srednich i ekstremach modulow funkeji analitycznych

O cpegHHX 3HAYEHHAX H 3JKCTPeMymax MopyJeil aHaJHTHUYecKHX (DyHKIHH

§ 1. Cet article est consacré a des sujets assez divers: au § 2 j’'étudie,
en complétant un travail antérieur ([2], cf. aussi [5]), la monotonie de
certaines expressions formées a ’aide des moyennes des modules le long
de circonférences, au § 3 je donne une borne inférieure de |f”(z)| aux
points ou |f(z)| atteint son maximum sur la circonférence |z|=r.

§ 2. Théoreme . Si f(2) est holomorphe et mon constante dans le
cercle |z| <R et si, M et m désignant la borne supérieure, respectivement
inférieure de |f(2)| dans ce cercle, on a
M :
— a1 (/ ’l),
m :

le quotient

2

[1fre®) *de

I fre®) do
0
est une fonction croissante de r pour 0 <<r <R.
Démonstration. Nous utiliserons la formule établie par D. C.
Spencer [7] et par moi-méme [1]: si 2> 0 et f(2) est holomorphe
dans le cercle |z|< 7, on a:

(1)

2a 272 Mir.g)
- .

d [ it _
(2) dr,‘ [f(re®)*dO = 1_.! d(p.‘ n, (u,p)u* 'du,
0 0 0
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M (r,q) est ici le maximum de |f(z)| lorsque |z|=7r et arg f(z)=¢,
tandis que n,(u,¢) est le nombre des racines de l'équation f(z) = ue'”
qui sont contenues dans le cercle |z|< 7.
Posons
2

1
@) pun=pw =, | nwedg,
0
alors la formule (2) pourra s’écrire
o M

¢ | i f(re"’)lf.d8|=/'.”.}‘ p (u) u—'du,

“) TdrlZnJ
0

m

ou m et M désignent le minimum et le maximum de |f (2)| dans le cercle
|z|S 7. '
Si le quotient (1) n’était pas croissant pour une valeur de r on aurait,
d’aprés (4), pour cette valeur de 7:
2:'1 ,.M 'Iil
(%_J If(re®)|fde  i* | pw)u*~tdu 6| |f (re'®)|*d@

. a3 1EL L S
2n M -—2n

[ frem ao [ p(u)du [If(re®) do
n

m 0

En appliquant le théoréme de la moyenne au quotients des intégrales on
déduit de la derniére inégalité la suivante:

zsm&---t M.i-——t.
en contradiction avec l'inégalité de I'’énoncé. On voit aisément que l'ex-

pression
2
i iA—1

est une fonction décroissante de 2>1, qui tend vers e* lorsque 4 —1
et vers 1 lorsque 4 —+o0,
Remarques. 1. Si, au lieu du quotient (1), on considére le quotient

| Tf wiae|
- 183 | ‘(Te -l

L f |[f(re®)|de
2%,

]

alors, pour 4 assez grand et pour certaines valeurs de r, ce quotient peut
étre une fonction décroissante de r. Il suffit de poser, par exemple,
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f(z2) =a,+a,z, ou a,>> 0 et a,>> 0, et de remarquer que lorsque 4 —> 0o,
le quotient (*) tend vers
ta T
2 )
RS 4 1
an a,+a z/d6O

quantité égale a 1 pour r=20 et qui tend vers 1 lorsque 7 — 00,

2. Si 4=2 et si nous remplagons f (z) par f(z), le théoréme I a une
signification géométrique simple. Désignons, en effet, par S (r) l'aire de
la surface de Riemann décrite par f(z) lorsque z décrit de cercle |z|S 7
et par L(r) la longueur de l'image de la circonférence |z|=r; d’apres le
théoréme 1 si le rapport des bornes supérieure et inférieure de |f'(2)|
dans le cercle |z| <R est inférieur a 4, le rapport

S’ (r)
L(r)
est une fonction croissante de 7*). On peut rapprocher cette propriété

de la proposition suivante de P. Turan ([8]: si f(z) est holomorphe
dans le cercle |z|< 1, il existe un 7, (0 <7, <<1) tel que

St If O
L(ry) 2 |/'e |

Voici une application du théoréme I. Considérons les fonctions de
la classe S:

f(2)=z+a,2*+ ...

holomorphes et univalentes dans le cercle |z|<1. On sait que lorsque
|z]S <1, on a:

147
(1—r)*"
En appliquant le théoréme I aux fonctions f(z)/z et f(z), on obtient la
proposition suivante:
Si f (2) appartient d la classe S et si T est inférieur a

1§ (2)] - r =y .

a—r® @ry = 1O

(1- er'

41

e T |
P

*) D’aprés la théoréme I il faut supposer dans cet énoncé que f(z) n'est pas
linéalre.

9
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l’expression 2
s re®)*de
0

2n
[Ifre®)ido
(1]

croit avec r. Si r est inférieur a

1
2=

1 ’
=0 4y
c’est U'expression

20

[If (re®)*de

2n

[If re®)do
0

qui croit avec T.

Des deux expressions en 4 que nous avons obtenues et qui décrois-
sent avec 4, la premiére est supérieure a la seconde; par exemple, pour
1=2, la premiére est égale a 1/3, et la seconde, qui limite alors les valeurs
de r pour lesquelles le quotient S’(r)/L(r) croit, est égale a

h2—1)/(}32+1)=0,171...

Théoreme Il. Supposons que f(z) est holomorphe et non constante dans
le cercle |z|<<R et désignons par M et m les bornes supérieure resp.
inférieure de |f(z)| dans ce cercle. q, A, u étant des nombres positifs
plus grands que 1, supposons que l'on ait

Ml

A —2
=

Dans ces conditions le rapport

2.
d 18) | n 1
ra! f(re )I/d9|

(%)

rdir of I (rei®)|* d©

est une fonction croissante de r pour 0 <r <R.
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Démonstration. Remarquons d’abord que la fonction p (u, r) dé-
finie par la formule (3) est dérivable par rapport a r. En effet, d’aprés
une formule due a H. Cartan, [6] p. 179, 0n a

p (ry u) =

ou T désigne la caractéristique bien connue de R. Nevanlinna

25

T(r,f(z))=2ln ’ log f(re®)|de
0

(Log® u==log usiu=1, log u=0si u<1). De cette expression de
T on déduit aisément que T(r, f) est deux fois dérivable par rapport a r.
D’aprés (3), la dérivée p,(r, u) est non négative.

Remarquons ensuite que si r <R, on a p(r,m)=0 et p(r,M)=0. En
différentiant le quotient (*) de I'énoncé on trouve, en tenant compte de
la formule (4), que ce quotient croit avec r pourvu que l'on ait:

M y i ¢

q l p(r,wut ‘du - | pr(ryu)u'duz l pr,u)u*tdu- ' prir,u) u*tdu.

m m m m
En remplacant dans le premier membre de l'inégalité u par m et dans le
second u par M, on voit que l'inégalité sera assurée si l'on a

gmA it > MAtr-2
)
d’ou l'on déduit immédiatement 1'énoncé II.
On sait que l'aire de la surface de Riemann décrite par f (z) lorsque 2
décrit le cercle |z|< r est égale a
2.

1 d ].| 92
3 rdr._ fire'™)*de,
0

donc le théoréme II a la signification géométrique suivante: sous les con-
ditions précisées dans ’énoncé 11, le rapport de la puissance q-iéme de
Paire décrite par [f (2)]*? a Vaire décrite par [f (z)]*2, lorsque z décrit le
cercle |z|S r croit avec r.

§ 3. M(r) désignant le maximum du module dans le cercle |z|ST
d'une fonction f (z) holomorphe dans ce cercle, W. K, Hayman a établi
[4], sous certaines conditions, qu'au point z, de la circonférence |z|=r
ou |f(z.))|=M (r) on a aussi |f(2)|= M'(r), si la derniére dérivée existe
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(les dérivées unilatérales existent toujours et |f(z,)| est toujours égal
a4 lune d’elles). Ce résultat a été retrouvé et établi généralement par
M. Biernacki et J. Krzyz dans leur travail [2]. Je me propose
d’étudier les valeurs |f”(z,)|. On obient la proposition suivante:

Théoréme III. f (2) étant holomorphe dans le cercle |z|< 7 et z, étant
le point de la circonférence |z|=7r ot |f (2)|=M (1), on a

M) M () )
r \M(( )

£ (20|

(Si M’(r) n’existe pas, on doit remplacer dans cette inégalité M'(r) par une
dérivée unilatérale). L’égalité a lieu lorsque f (2) = az”, ou n est naturel.

Remarques 1. L'’inégalité de 1'énoncé ne présente de l'intérét que
si TM’(r)/M(r) > 1. Or, si f (2) n’est pas bornée dans le cercle |z|<< R < oo,
cela aura certainement lieu pour r assez proche de R, car autrement on
voit en intégrant que M (r) serait bornée. Si f (2) est une fonction entiére,
on a aussi TM’(r)/M(r) > 1 pour r assez grand, 4 moins que f(z) ne soit
pas linéaire. Enfin, si f(0)=0, on a *M’'(r)/M(r) > 1 pour toute valeur
de >0, car, d’aprés J. Hadamard, rM(r)/M (r) croit avec 7, tandis
que si f(z)=ap2z’+.., on a }1_{!(} z2f (2)/f(2) = p.

2. Il est probable qu'il existe des théorémes analogues relatifs aux
dérivées d'ordre supérieur. En effet, d'aprés A, Wiman et G. Vali-
ron ([3] et [9]), si f(2) est entiére ou holomorphe dans le cercle |z| <R
et assez rapidement croissante dans ce cercle, il existe une infinité de
valeurs 7, qui tendent vers 00. ou vers R respectivement lorsque n — oo
et telles que pour r==r, on a, aux points des circonférences |z|=7r ou
f (2) atteint le maximum M () de son module:

2* 9 (2)
f(2)
ou N(r) désigne I'indice du terme de plus grand module dans le dévelop-

pement taylorien de f (z). En posant k =1 on voit que N(7) est asymptoti-
quement égal & rM’(r)/M(r).

~ |N(@)|* (k=1,2,..),

Démonstration. Supposons que f(z2) atteint le maximum M(r)
de son module au point z,, Lorsque z décrit la circonférence |z|=—r,
I’expression

P (2) =f(2,) + f (2o) (2— 2,)

décrit une circonférence C de rayon r|f(z,)| tangente au point P d'affixe
f (z0) au cercle |w|=|f (z,)|= M (), car on sait que z,f (2,)/f (z.) est positif.
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Puisque tM'(r)/M (r)>1 et |f(z))]=M'(r) C contient la circonférence
|w|=M (r) dans son intérieur (sauf le point f (z,)). Supposons que l'on
ait, contrairement a 1'énoncé,

A BT £

inégalité qui peut s’écrire

Z—2Z|"

(5) 2!"f ' (z,) | <<lz—2z|* |f (2

* 1 1
O 3Tl 2r Fiz))

Considérons une valeur de 2, de module r, voisine de 2, et soit P’ le point
@ (2) sur la circonférence C. En vertu de la formule bien connue de géo-
métrie différentielle, d'aprés laquelle la moitié de la courbure d’une
courbe en un point P est la limite du quotient de la distance P'@ d'un
point P’ de la courbe a la tangente en P par (PP’)? lorsque P’— P, la partie
principale du second membre de I'inégalité (5) représente, lorsque P’— P,
la différence entre les distances de la tangente a la circonférence C en P
au point P” du cercle |w|==|f (z,)| tel que PP”—=PP’ et au point P’ lui-
méme, ou encore la distance entre le point P’ et le cercle |w|=|f(z0)].
D’aprés la formule (5) et la formule de Taylor

AT

f2) = g(@) + 22,

Skeissa

si z étqit suffisamment voisin de z,, le point f (z) serait en dehors du cercle
|w|=]|f(z0)|, ce qui est en contradiction avec la définition du point z,.

En s’'appuyant sur le théoréme précédent on obtient facilement la
proposition suivante:

Théoreme IV. Considérons une fonction f (2) holomorphe dans le cer-
|z|= 7, telle que f(0)==0 et supposons que z, soit le point de la circon-
férence |z|=7r ou |f(2)| atteint son maximum. La courbe C: |f(2)|=
—=|f'(20)| n’a pas de point multiple z=— z, et n’est jamais tangente en ce
point @ la demi-droite arg z = arg z,.

Démonstration. Daprés le théoréeme III §7(2,) 5= 0, donc le point
2, n'est pas un point multiple ni un point de rebroussement de C. Sup-
posons que C soit tangente a la demi-droite arg z=—arg 2,; en vertu des
relations de Cauchy-Riemann on aurait, en posant z=re‘® au point 2,:
0 arg f(z2)/00 = 0. Posons y (2) =f(2)/z; y (z) est une fonction holo-
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morphe dans le cercle |z|< r qui y atteint le maximum de son module au
point z,. On a

z .': ¥
(%) ¥ f

=1 —1
ooy

et 2,9 (2,)/p(z,) > 0. Lorsque O croit et que le point re'® décrit un
petit arc de |z|=r contenant z,, argzy’ (2)/y (2), c’est-a-dire 1'angle de la

tangente a la courbe décrite par y(z) avec le rayon vecteur 0y (2) croit
visiblement, de méme que argy (z). Puisque

darg f'(z) 0
O 5w

I'argument de f'(2),p(2) décroit, au contraire, dans les mémes conditions
et nous obtenons ainsi une contradiction avec I'égalité (»).

BIBLIOGRAPHIE

[1] Biernacki M., Sur les moyennes de module des fonctions holomorphes.
Annales UMCS (A), 1 (1946).

[2] Biernacki M. and Krzyz J., On the monotonity of certain functionals
in the theory of analytic functions. Annales UMCS (A), 9 (1955).

[8] Bloch A. Les fonctions holomorphes et méromorphes dans le cercle unité.
Mém. Sc. Mat. 20, Paris, Gauthier-Villars 1925.

[4] Hayman W. K. A characterization of the maximal modulus of functions
regular at the origin. Journ. d’Analyse Math. 1 (1951), p. 135—154.

[8] Julia G., Principes géométriques d’Analyse. Paris, Gauthier-Villars. Cahiers
scient. Fasc. VI (1930) et XI (1932). '

[6] Nevanlinna R. Eindeutige analytische Funktionen. Berlin, J. Springer.
(1953).

[7]] Spencer D. C. Journal London Math. Society 15 (1940).

[8] Turan P, Uber den Blochschen Satz (Grunwald Gézaval). Acta Litt. Ac.
Scient. Szeged 8 (1937), p. 236—240,

[9] Valiron G., Fonctions entiéres et fonctions méromorphes d'une variable.
Mém. Sc. Math. 2, Paris, Gauthier-Villars 1925

INSTUTUT MATEMATYCZNY POLSKIEJ] AKADEMII NAUK
INSTITUT MATHEMATIQUE DE L’ACADEMIE POLONAISE DES SCIENCES



Sur les modules des fonctions analytiques 135

Streszczenie

W pracy tej dowodze twierdzen nastepujacych:
I. Jezeli f(2) jest holomorficzna i rézna od statej w kole |z| <R i jesli
kresy gorny M i dolny m |f(2)| w |z| <R spelniajg nieré6wnosé
M2
oy A (A=1),

to iloraz
21

| If(re/®)i4 do
Q
i

[1f(re®)do
0

jest funkcja rosngcg r gdy 0 <r <R.

I1. Zal6zmy, ze r6zna od statej funkcja f (z) jest holomorficzna w kole
|z]<Rize q, 4, u sa liczbami dodatnimi wiekszymi od 1 a M i m maija
to samo znaczenie co w twierdzeniu 1. Jesli

M - 27:4—2
m 9

to stosunek

d -+ ] "
lraﬁf [f(re'®) "dﬁil

2.

d'
ro | fre®)2de
arT,

jest funkcja rosnacg r gdy 0 <r <R.

IIL. Jest f (2) jest holomorficzna w kole |z|<{r a z, jest tym punktem
okregu |z|=r, w ktérym |f(2)| przybiera wartos¢ maksymalng M (r),
to jest

< M)
f (zn)l 2 .

_rM'('r)_l
o |

Znak = ma miejsce gdy f(z) = az", przy czym n jest naturalne,

IV. Jesli f (2) jest holomorficzna w kole |z|<Cr, f(0)=0, a z, ma zna-
czenie z twierdzenia III, to krzywa C: |f(z)|=|f(20)| nie ma w z, punktu
wielokrotnego i  nie jest w tym punkcie styczna do pélprostej
arg z— arg 2,.
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Pezwome

B sTOi1 padoTe A NOKa3bIBAlO CJIEAYIOLLME TEOPEMBI:

1. Ecau f(2) ronomopcHa u 5 const. B xpyre |2|<<R u ecau npeneinl
|f(2)] Bepxumit M u mwoxkuuit m B kpyre |2| < R MCHOJHAIOT HepaBeH-

CTBO
2

M{A*:‘(J:»l)
m

TO OTHOLIeHHue
2n

[ lf(rei®)|*de
0
2n

[ Ifre®)|do
0
ecThb CTporo Bospacrawouiaa pyHkuua or r, re (0, R).

II. Ecmu, nmpu ob6o3HayeHMAX NpeAbIAYLIEN TEOPEMBI, MMEET MeCTO
HepaBeHCTBO
1
M R - SE
— A+ p—2
m 4

rae q, A 1 p cyTh umucaa Gonelne, yeM 1, To

i 2 9
l'r dd; "f |f(rei®)|x d@]

2%
d .
e of If(r e1®)[* a6

pacreT BMmecte ¢ T, T€(0, R).

III. Ecan f(z) ronomopcdHa B Kpyre |z| <<r, u ecsimu M (r), To-ecTh
mMaxkeumyMm moayada |f(2)| Ha |z| = r, mocTuraerca B Touke Z;, TO MCIOJI-
HAETCA HepaBEHCTBO
M(r)[rM'(r) |
r l M7)

|§(=0) | =

NpU4EM 3HAK PAaBEHCTBA MMEET MECTO, ecau f (2) = az", TAe m HaTypajb-
HOe YMCJIO.

IV. Ecan f(2) ronomopdbna B xpyre |z| <7, f(0) =0 u ecomn 2,
uMeeT 3HaueHue u3 teopemel I1I, To kpueasa C, onpenenénHasa ypaBHEHUEM

’ ..
|f(2)|=1[f(z)|, umeer B z, 0GBIKHOBEHHYIO TOUKY, NPUYEM KacaTeNbHas
K C B TouKe 2, He MOXET COBMAJATh C NPAMOi argz == argz,.



