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Une démonstration du théoreme de krink généralisé
Dowod uogolnionego twierdzenia Frinka
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Cette note est consacrée a une démonstration du Théoreme 3,1 de mon
travail Sur les limites des coefficients des suites des polynomes généra-
lisés, ces Annales sec. A, vol. 6 (1952) p. 47—541).

Théoreme. Soit Z un systéme de l'espace Cs. Soient feCs et une
suite de polynomes généralisés
fl
Xn E a;-l o Zl
[ —

tels que pour un k déterminé

(1) O(xn—f)=o|ealk)].
Alors il existe la limite finie

(2) o (f) 4 limaj

qui ne dépend pas du choix de la suite {x,}, (parmi celles qui vérifient
la condition (1)).

Avant de procéder a la démonstration, nous allons démontrer deux
lemmes.

!) La démonstration primitive contient une erreur (p. 50) qui fut relevée par
M. Hureckij (Ref. Zurnat 1956, n° 493). On pourrait compléter cette démonstra-
tion sans grande difficulté, mais la démonstration présente étant plus simple, il ne
nous semble pas utile de revenir & ces considérations.
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LLemme 1. Si pour chaque suite extraite [y;m| de la suite |y,] ona

(3) im | yin9y— pim | =0,
—»oo

n

alors il existe la limite finie

"n-w

Démonstration du Lemme 1. I. Supposons que la suite {y.} n'a pas
de limite (finie ou non). Alors il existe deux suites extraites {yin)| et
{yitm} qui ont des limites différentes (finie ou non):

(5) lim pim) # lim yjm.
il —pone n-»

Posons l(1)—=1 et définissons l(n) pour n>1 par recurrence. Soit
L(2n) le premier élément de la suite {i(n)} plus grand que l(2n—1) et
soit 1 (2n+1) le premier élément de la suite {j(n)} plus grand que l(2n).
Alors, vu (5) la limite

im [ yinny— yem

NFea
n'existe pas ce qui est en contradiction avec (3).

II. Nous avons démontré que la limite (4) — finie ou non — existe.
Nous allons démontrer qu'elle doit étre finie. Supposons qu’elle ne soit
pas finie; pour fixer les idées supposons par exemple que

lim yp = 4 co.

n-ye
Il s’ensuit que pour chaque n il existe un nombre M (n) > n tel que
?.’l!ln! = }’n + 1 N
C’est-a-dire que
(6) },,liim = ‘Yn - 1.

Posons 1 (1)=1 et par recurrence l (k+1)=M (! (k)) pour k=1,2, ....
Vu (6) on a
Pin: 1y— Ptn) =1
ce qui est en contradiction avec (3). Donc la limite (4) est finie.
C.Q.F.D.
Lemme 2. Soit y, == s une suite extraite de la suite {x,}. Si {x,}
vérifie la condition (1), alors la suite {y,} la vérifie aussi, c’est-d-dire que

8(yn—f) =o[en(k)].
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Démonstration du Lemme 2. La suite {e.(k)} est par définition non
négative et non croissante. Vu l (n)™> n, on a &/ (k)< es(k) pour chaque n.
Donc de

O (x1m— f) = o |e1(m (k)]
il s’ensuit que
)] (I[(’]) - f) =0 IEn (k)l .
C.Q.F.D.

Démonstration du Théoreme. I. ?) Soit une suite extraite [a}'"} de
la suite {a?}. Vu (1) du Lemme 2 il s’ensuit que
6 (x1(n) — f)=o0[en (k)] = 8 (x1(n-1)—f)

Du Théoréme 2,4 du travail cité il s’ensuit que

lim | @ ") —aql? | =0.
n-Yceo

Donc, vu le Lemme 1 la limite finie (2) existe.
Il. Soit

Y, = Z Bz et by, —fl=olelil.

Supposons que la suite {x,} vérifie la condition (1). En vertu du Thé-
oréme 2,4 du travail cité on a

Rel T o,
lim af = lim g}
n-»oa Nn oo

et la valeur de la limite (2) ne dépend pas du choix de la suite {x,} ou
de la suite {y,}.

C.Q.F.D.

?) Je remercie M. A. Alexiewicz pour une remarque qui m’'a permis de
rendre cette démonstration plus élegante.
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Streszczenie

Podaje nowy dowdéd Twierdzenia 3,1 z mej pracy O pewnych grani-
cach ciggéw wspétczynnikéw uogdlniomych wielomianéw, Ann. UMCS
(A) 6 (1952) str. 53 i 54.

Peszome

A naw HOBOe AOKa3aTeNbLCTBO TeopeMbl 3,1 u3 moeit paborer ,,0 e~
KOTOPHLLX npedeaaxr nocredos8aresvbHocTel Ko3pPuuuenros 0606weHKbLT
noaunomor” Ann. UMCS (4) 6 (1952) ctp. 54.



