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Quelques remarques sur les théoremes de Schild relatifs a une
classe de fonctions univalentes

Kilka uwag o twierdzeniach Schilda dotyczacych pewnej klasy
funkeji jednolistnych

Heckoabko 3amevaHHii o Teopemax IlHabga, OTHOCALIHXCA K OgHOMY KJjaccy
ONHOJIHCTHBIX (yHKUHHA

§ 1. Désignons par S, la classe des fonctions qui sont univalentes
dans le cercle |z|<1 et non univalentes dans un cercle plus grand.
A. Schild [1] a étudié la classe des polynomes de la forme f,(2) =z —

N
Y a,2", N=>=2, a coefficients a, réels et non négatifs. Il a établi que la

condition nécessaire et suffisante pour que tout polynome f,(z) appartien-
ne a la classe S, s’exprime par 1'égalité:
o
(1) 1 —:na,ﬁ-’O.
2
En utilisant cette égalité Schild a démontré un certain nombre d’in-
téressants théorémes sur les propriétés de la représentation conforme du
cercle unité et du cercle |z|<<1/2 fournie par les polynomes f,(2)¢ S,.
Le théoréme 1 de Schild traite de la relation (1) pour les polyno-
mes f,(z) €Sp.
Voici maintenant une liste des autres théorémes ou leur numérotage
a été conservé:
Th. 2. Aucune fonction w = f,(z) € S, ne représente le cercle [z2|<1
sur un domaine convexe.
Th. 3. Toute fonction w = f,(z) ¢ S, représente le cercle |z|<<1 sur
un domaine étoilé par rapport a l'origine.
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Th. 4. Si w = f,(2) € Sp, I'image du cercle unité fournie par la fonction
w = fp(2) recouvre complétement le cercle 'w|< 1/2. Cette limite est at-
teinte pour la fonction fp(z) =z — 2%/2.

Th. 5. Toute fonction w = f,(2) ¢S, représente le cercle |z| < 1,2 sur
un domaine convexe. Cette limite est atteinte pour la fonction fj(2).

Th. 6. L’image du cercle |z|<{1/2 fournie par la fonction w = f,(2) €S,
recouvre complétement le cercle |w| < 3/8. Ici aussi, ce résultat ne peut
étre amélioré, car la limite est atteinte pour la fonction f; (2).

Th. 7. Pour toute fonction f,(z)eS, on a la relation ::.__‘.‘
sont les rayons des cercles de rayon maximum recouverts respectivement
par I'image du cercle |z|<{r, (r, — rayon de convexité de f,(2)) et celle
du cercle unité. Cette limitation n’est probablement pas exacte; 1'auteur

- 2/3, ou d, et d*

suppose que % 3/4.

Th. 8. Si A est l'aire de I'image du cercle |z|<<1 fournie par
w={fp(2)eS,, on a 7r<A<§2Zt-, I’égalité ayant lieu pour f5(2).

Th. 9. Pour la fonction w = f,(2) € Sp, on a les limitations suivantes:

|zl—|—22|.- fr (@) < |z| + i

Th. 10. Pour la fonction f, (z) on a les limitations

1—|z[<|fp (@) <1 + 2],

ou f, (2) est la dérivée de f,(2).

Dans les théorémes 9 et 10 ’égalité a lieu aussi pour la fonction fj (2).

La plupart des théorémes cités ne sont pas caractéristiques pour la
classe des polynomes étudiée par Schild, ils sont aussi valables pour
une classe de fonctions plus étendue.

Le but de ce travail est d’établir ces théorémes pour une classe de
fonctions holomorphes dans le cercle unité comprenant la classe des po-
lynomes f,(z) pour lesquels la condition (1) est satisfaite.

§ 2. Désignons par @ la classe des fonctions analytiques de la forme

f(z) =2z + Z‘a,. 2" satisfaisant a la condition

2) 1— ; nla,| >0,
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ou a, sont des nombres complexes. Je vais montrer que quelques uns des
théorémes établis par Schild pour les polynomes f,(z) € S, sont va-
lables aussi pour les fonctions de la classe ¢. On aura ainsi une généra-
lisation en un certain sens, car il est évident que la classe @ est par
définition plus étendue que celle des polynomes f,(2) appartenant a la
classe S,.

Parmi les théorémes énoncés ci-dessus, le th. 2 n’est plus vrai pour les
fonctions de la classe @, car p.ex. la fonction z— 1,6 22, qui appartient
a la classe @, représente le cercle |z|=<I 1 sur un domaine convexe.

L’auteur de ce travail n’a pas réussi a établir si le théoréme 7 reste
valide pour les fonctions appartenant a la classe @.

En ce qui concerne les autres théorémes, ils sont vrais pour les fonc-
tions de cette classe, les démonstrations des théorémes 4, 6, 8, 9, 10 étant
les mémes que celles de Schild. C'est pourquoi je me bornerai a don-
ner les démonstrations des théorémes 3 et 5 pour les fonctions de la
classe @, car elles différent de celles que Schild a données dans son
travail.

Théoréme 3. Toute fonction f(z)e @, représente le cercle unité sur
un domaine étoilé par rapport a l'origine.
Démonstration. Il s’agit de prouver que pour |z|<<1 la fonction
f(2) satisfait a la condition R (zj{ )> 0, ou R '2; )désigne la partie réelle de
zf zf

I’expression 2 Pour le module de ’expression 219 1 j'obtiens:

f

[t i s o, Ll
f f z+§a,.z" z-hozaa,,z"
2
'zm-nmfﬂl Sin—1)|ad| 2"~ S(m—1)|an|
— 2 : = = 21,
1+ Sanz! 1+ Zlanl [z 1—Zlan|

ce qui resulte de I'inégalité ¥ (n—1)|a,| < 1 — Y |aa|, car en vertu de la
2 2

condition (2) nous avons

Najasl= Y n—1)anl + 3 las < 1.
: - :
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Comme éz—-—lll<l, on a
R‘.zjf)=R(‘z;’—l b 1)=R(-sz_; +1) -0

pour !z| = 1. Le principe de I'’extremum pour les fonctions harmoniques
zf
f

Théoréeme 5. Toute fonction f(z)e® représente le cercle |z| < 12 sur
un domaine convexe.

montre que R( )> 0 dans le cercle |z| <1, ce qui établit le théoréme 3.

Démonstration.

i lz-Zn(n—l)a,.z"—'-’ |z|2n(n—1)|a,,|'z|"“"’
zf 2 2

f 1+ 3 na.z"' | 1— S nlaa|2|*!
2 ; 2

z| ¥ nlasl
L)
l=—12 _‘_‘n'a,.'fz|n 2
car on a (n—1) [z|*"*<1 pour |2|<712 et n=>2, étant donné que
n—1=<2"2
Nous avons donc
lzf" :z[_g_,‘n o

i

2z z 2

1—|z| Y n|a,||2z|"2 l—iz';‘jn}a,.J 1—lz P ——
2 2

| 2§
Puisque |Eff,

# 1 dans |z| < é , on a R(Zf, +1) 0 pour |z| < .];—, enfin,

f

en appliquant le principe de l'’extremum pour les fonctions harmoniques,
nous obtenons

R(sz,+1}>0 pour |z|<<-+,

ce qui établit le théoréme 5.

§ 3. J. Krzyz a démontré un théoréme relatif a la classes, plus
étendue que celle de Schild, des fonctions de la forme f(z)=z— Y a,2".
o n=2
Ce théoréme, dont je donne ici la démonstration, n’a pas été énoncé dans
le travail de Schild, méme pour les fonctions f,(2) € Sp.
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Théoréme Si la fonction f(2)=z—a,2*—a,2"—...,0 —|z| - r<1,
satisfait aux conditions a, >0, ¥ na, « 1, alors
nee
f"(Z) 1
f (2)) "1—r"

Démonstration. Posons f' (2)=g(2)=1—a,z2—a,2°—...—an 2" —

ou a,=na,. Nous avons Y a, l,a,; - 0(n=2,3,...). Il s'agit de prouver

oy n=2 :
= ’ (2)|
s T; ST e RS 1q—(— r
Puisque rr|1i<n'qo(z)i =1l—ar—a,r—..—a,™—.. il suffit de mon-
7| <r
trer que
min |g (2).
max | @) =a; +2ar+ ..+ na, "' +..< -"i'_r =
|E|=r —
1
- i (l—aqr—ayr—..—a, ™ —...).
En effet
max<p(z)|-—a,+2a2rf3a\,r-+ Anar '+ =(aq,tar+..)+
+r(a; +agr + .. )+r-(a3+u,,r+ JFw<l+r(l—a)+
+73(1—a,—a2)+...+r"(1—a,—a._,—-...—a,.) + ..
En méme temps nous avons:
min ¢ (2)!
z l'—-r =1l+r+r+.)0—aqr—arr—.)=14+r(1—a,)+
+rl—a—a)+.+r(l—a—as—..—an) + ...,
d'ou
min ¢ (2)
max ¢ (2)] < 2" :
21<r 1—r
c.q.f.d
vos e | F @) _ 1 U
L’inégalité e ‘ =], due nous venons d’établir prouve que
zf" r . Jz2f ; . . se:
A Si 7 1, ce qui a certainement lieu lorsque e

"

z
c’est-a-dire r<<12, alors R(\ 7 -+ 1)>0 I'image du cercle |z|<=12

est donc un domaine convexe et ainsi nous retrouvons le théoréme 5
pour la classe Sp.
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Streszczenie

Niech S, oznacza klase funkeji jednolistnych w kole |z|<<1 i niejed-
nolistnych w kole wiekszym. A. Schild [1] badal wielomiany ksztaltu
N

fo(2) =2z— %‘ a6, 2", N-=2,a=20 (n =2, .., N) i wykazal, ze warunkiem

koniecznym i dostatecznym przynaleznosci kazdego wielomianu f,(z) do
klasy S, jest rownosé

N
(1) 1— Vg, =0

—
2

Korzystajac z warunku (1) Schild udowodnit 9 twierdzen dotyczgcych
m. i. oszacowania moduléw i promienia wypuktosci funkcji klasy S,.

W pracy tej wykazuje, ze twierdzenia 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 pracy
A. Schilda s3 prawdziwe w zakresie obszerniejszej klasy @ funkcji

ksztattu f(2) =2z + _Z‘ a, 2", gdzie a, s3 dowolnymi liczbami zespolony-
2

mi speniajacymi warunek

(2) 1— i%’nia,,i‘no.

—

2

Podaje szczegdétowy dowdd tylko twierdzen 3 i 5, gdyz dowody innych
twierdzen sa identyczne z tymiz A. Schilda.

Twierdzenie 2 nie jest prawdziwe dla funkcji klasy @; nie moglem
rozstrzygna¢, czy twierdzenie 7 jest czy nie dla tej klasy prawdziwe.

Peswme

ITycts Sp oBo3Hayaer Kiace (PYHKIMIZ OTHOJMCTHBIX B Kpyre [z| <1
s HeomHOJMMCTHBIX B 60abiutem kKpyre. A. Uluawvx [1] uccnepoBan mHoro-
YJIeHbl BUaa
'
fol)=2— ¥ a.2", N>2, a,>0(n=2,..,N)

2
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M MoKazaJi, YTO HeoOXOAMMbIM M MOCTATOYHLIM YCJIOBMEM IPUHALJIEXKHO-
ctu JoboBoro MHoroumcseHa fp(2) K KJaccy S, SABIAETCA paBEHCTBO

(1) 1— Ve, =0

INonb3ysace ycaoBuem (1) IIunea noxkazan 9 TeopeM, OTHOCALIMXCA
M.IIp. K OLEHKe MOAYJEN M PaAMYCOB BBINYKJOCTM (PyHKUMM Kyacca Sp.
B aroit paboTe s moxkasbIBaio, 4TO Teopemsb! 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10 Tpyna
llInnbaa BepHbl B obaactu Oosee obummpHoro kisacca @ QyHKUMKA BuAa

f(2)=2z+ Y an2", rae a, NPOU3BOJIbHBIE KOMIJIEKCHbIE€ 4MCJIA, MCIOJHA-
2

e yciosue

2) p=-$ n ¥ S0

ded
2

{1 naio moxpobHOe MOKa3aTenbCTBO TOJLKO TeopeM 3 M 5, Tak Kak Jo-
Ka3aTeJbCTBa OCTAJIbHBIX TeopeM TOXKAECTBEHHbI C [OKa3aTeJbCTBaMM
A. IlIuabaa.

Teopema 2 He BepHa anA yHKUMI KJacca P; A He MOr PpeLuuTh,
BEpHa JIM, MJIM HeT TeopeMa 7 AJIA 9TOro KJacca.






