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KRZYSZTOF TATARKIEWICZ

Quelques exemples de l'allure asvmptotique des solutions 
d'équations différentielles

Kilka przykładów asymptotycznego zachowania się rozwiązań 
równań różniczkowych

Несколько примеров асимптотического поведения решений 
дифференцияльных уравнений

Depuis 80 ans (voir Poincaré [22], [23] Lapounoff [10] on 
s’occupe des propriétés asymptotiques des solutions d’équations (ou de 
systèmes d’équations) diférentielles ordinaires d’ordre n. Dans une lon
gue serie de travaux divers auteurs on établi des théorèmes moyennant 
des hypothèses suffisantes de plus en plus faibles. Il est temps d’étudier — 
au moins dans les cas les plus simples (n = 1 ou n = 2) — quelles sont 
les hypothèses les plus faibles possibles, qui entraînent diverses propriétés 
asymptotiques des solutions et de démontrer à l’aide de contre-exemples 
lesquelles de ces hypothèses sont indispensables, ce qui est le but du pré
sent travail.

1. Notions préliminaires. Soit l’équation différentielle ordinaire, 
d’ordre n, linéaire, non singulière:

(1.1) x(n) = aB(t) x’"-1» + ... + a2(t)æ' + a,(t)x + f(t)

ou bien une équation plus générale, non linéaire:
(1.2) х,л) = an(t)x(n~"ł) +... + a2(t)x' + a,(t) x + d(x,x'.....t) + /(t)

où
d(t, 0,0,..., 0) = 0

Nous supposons, ici et dans la suite, que toutes les fonctions sont dé
finies pour t 0 (ce n’est que dans le cas contraire que le domaine d’exi-
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stance des fonctions sera donné explicitemment.) La fonction d(xl,x2,...,xn,t) 
est définie pour t>-0 et pour toutes les valeurs æ,, x.2,..., (ou bien pour 
pour toutes les valeurs x„ x2,..., x„ assez petits absolument). En plus nous 
allons supposer que toutes les fonctions sont continues dans leurs do
maines d’existance.

Nous dirons que l’équation (1,2) a la propriété:
B* si elle possède une famille à k paramètres exactement de solutions

bornées.
O* si elle possède une famille à k paramètres exactement de solutions 

tendant vers zéro.
Efc si elle possède une famille à k paramètres exactement de solutions 

s-bornées pour e > 0, c’est-à-dire de solution x (t) telles que
lim x (t) exp — s t = 0

pour chaque e >0.
B* (</>) si elle possède une famille à k paramètres exactement de solutions 

x (t) telles que l’expression
x(t) exp — (p(s,i)

est bornée pour chaque e > 0.
O*(ç>) si elle possède une famille à k paramètres exactement de solutions 

x (t) telles que
lim x(t) exp — <p(e, t) = 0Z->oo

pour chaque e > 0.
(La fonction <p(e, t) doit être monotone par rapport à t — voir § 7. Une 
famille à 0 paramètres est une famille contenant exactement un élément). 
Evidemment

O*(ct) = E*, O*(c) = O/t etB*(ê) = B*

où c est une fonction constante.
Soit l’équation algébrique en 2 (voir C e s a r i [6])

(1,3) A" — a„ (t) A'—1—... — a, (t) A — a, (t) = 0
Elle admet exactement n solutions

Ai — A/ (a,, a.2,..., Un) i 1,2,..., n
Nous allons appeler cellule de rang k et désigner par Z*"1 l’ensemble 

de l’espace E = {Oj,..., a„) à n dimensions, pour lequel exactement k 
fonctions

R'Az(a,,...,a„)
sont non positives (R'A partie réelle de A).
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Les frontières des cellules Zj',) sont constituées par des portions de 
surfaces

R' A,- (a,,..., a„) = 0 i = 1,2,..., n
Exerhples:

1“ n — 1. E est une droite et
Z<'> = E|a,>0| Z<11> = E|a1<0|

at a,

2° n = 2. E est un plan et
Ztf> = E fa, <0,a2>0|

(1,4) Z<2> = E |at>0| + E [a, = 0,a.,>0|
[fli.ail 1«,. «d

Z<2>= E |a, 0,a., <0|
la.. o.l

3° n = 3. E est une espace à trois dimensions et, par exemple, a com
me frontière un morceau de plan et une partie d’un paraboloïde hyper
bolique.

La courbe de l’espace E représentée par les équations paramétriques 
1,5) a,= a,(t) i = 1,2, ...,n
sera désignée par K.

2. Aperçu sur les résultats obtenus jusqu’à présent. Si
{2,1) lim a, (t) = ô, i=l,2,...,n
ou si oo
2,2) | a/(t) — dt< + oo i = l,2,...,n,

i)

alors on dit que (1,1) est une équation à coefficients presque constants.
On peut montrer (voir, par exemple, Peyovitch [21] et T'a- 

tarkiewicz [29]) que si [ân...,âB] eZ**1 et f est s-bornée pour ’e>0, 
alors l’équation (1,1) à coefficients presque constants possède la propriété 
Ek. (Des résultats semblables sont valables aussi pour certaines classes 
d’équations non linéaires (1,2).)

Pour que (1,1) possède la propriété B* (ou (.)*) il faut supposer non 
seulement que f est bornée (ou bien que /-*0), mais aussi que 
[â1,...,ân|erzl")(où l'Z désigne l’intérieur de l’ensemble Z). Si l’on veut re
tenir seulement l’hypothèse |â,,...,â„| fZj’1 alors il faut faire des hypothèses 
supplémentaires sur la manière dont les fonctions a,-(t) convergent vers 
âj et f tend vers zéro.
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Ce n’est que récemment que l’on a abordé l’étude des équations dont 
les coefficients ne sont pas périodiques ou presque constants, (voir L e- 
w i s [13], Starżyński [25], [26], Tatarkiewicz [28] V i- 
nograd [30].

Les exemples suggèrent que, si / (t) exp — e t -> 0 pour s > 0 alors 
pour que (1,1) ait la propriété E*, il suffit de supposer que la courbe K 
définie par (1,5) vérifie la condition K C l'Z)"1 et si f -> 0 ou si f est bornée 
alors pour qu’elle ait la propriété O* ou B* il suffit que K ne se rapproche 
pas indéfiniment de la frontière de Z1,”* c’est-à-dire qu’il existe un ô> 0 
tel que

R' À,- (a, (t),..., a„ (t) )| > ô > 0
(Il faut — peut être — supposer en plus que K est bornée, mais les résul
tats de N a r d i n i [15] et Tatarkiewicz [28] permettent 
d’espérer que cette dernière supposition est superflue).

A présent nous ne disposons pas encore pour 2 de théorèmes fon
dés sur des hypothèses aussi faibles que les exemples le suggèrent. (Par 
exemple, dans le travail Tatarkiewicz [28] la cellule Z^2) est di
visée en deux par une parabole, et K doit être bornée. Dans le travail de 
Starżyński [25] Z<2> est remlacé par un rectangle dont les frontières 
peuvent être assez éloignées des droites £4 = 0 et a2 — 0.)

Des exemples (exemples A et G) montrent que si K C F' (où F' Z 
désigne la frontière de l’ensemble Z), dans (1,1) peut ne pas posséder la 
propriété Ek, et si KQZj(n)+Z*.,I) alors (1,1) peut ne pas posséder ni la pro
priété Efc ni la propriété E;. De même avec les propriétés B*..

Les équations non linéaires sont encore moins étudiées. Jusqu’à pré
sent on ne s’est occupé (sauf Tatarkiewicz [28]) que des équations 
dont la partie linéaire est à coefficients presque constants. De résultats 
partiels (Bellman [4], L e v i s o n [12], Tatarkiewicz [28], 
W e y 1 [36]) suggèrent que si la courbe K définie par (1,5) vérifie les
mêmes conditions que dans le cas linéaire et l’hypothèse

(2,3) |d(t,æj.....x„)| <a[|x,|] + ...+ jx„|]

(où a est une constante assez petite, ou bien une fonction convergeant vers 
zéro, ou bien une fonction intégrable dans (0, + oo)) est vérifiée, alors 
(1,2) a la propriété B^.

Ce n’est que pour les équations non linéaires vérifiant (2,3) (équations 
presque linéaires) qu’on peut espérer d’obtenir des résultats semblables 
au cas linéaire. (La relation entre la propriété B„ des équations linéaires 
et des équations non linéaires a étudiée S z m y d t [27]).
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Il est évident que tous ces résultats devraient s’appliquer — mutatis 
mutandis — aux systèmes d’équations différentielles.

Dans la suite nous allons nous occuper (pour n — 1 ou ou n = 2) des 
hypothèses suffisantes les plus faibles, pour que (1,1) ou (1,2) possède la 
propriété Bk, Ofc, Ek(?>) ou O* (ç>). Ces résultats vont rendre plausible la pré
somption que nous avons emise ci-dessus (voir p. 108).

3. Les solutions e- bornées pour s>0. Soit l’équation

(3,1) x= [a(t) + b(t)l x + /(t)

(La forme a (t) + b (t) du coefficient de x nous facilitera l’énonciation des 
théorèmes).

Sa solution générale est donnée par la formule

(3,2)
t

x(c,t) = exp J [a(t) + b(t)| dt-
t,

i t
I f(t)exp— | |a(t)+b(t)|dt dt + c

r, r,
où Tj et T2 sont deux constantes quelconques (finies ou non).

Supposons que a (t) + b (t) =#= 0 et / (t) -> / (pour t -> + oo). En appli
quant à (3,2) le Théorème de 1’ H ô p i t a 1 nous obtenons le théorème 
connu de Perron [17] (datant encore de 1913); si p < 0, alors toutes 
les solutions de (3,1) convergent vers f/g, _et si g> 0 exactement une so
lution de (3,1) converge vers cette limite f/g et toutes les autres tendent 
absolument vers + oo (voir par exemple S a n s o n e [24]). De même 

l’hypothèse a (t) -+ â, ( b(t) dt converge, / (t) exp— et->0 implique: que

ou bien toutes les solutions, ou bien exactement une vérifient la condition 
x (t, c)exp—e t —> 0, c’est-à-dire que (3,1) possède la propriété E, ou E„.

En employant d’autres méthodes de démonstration, on pout obtenir la 
même thèse avec des hypothèses plus faibles. Voici un théorème de ce type 
(il généralise — pour n = 1 — le résultat de Peyovitch [20]) ob
tenu à l’aide du second théorème de moyenne du calcul intégral (Théorè
me de Bonnet):

Théorème 1. Supposons que pour chaque c> 0 il existe un Mlt tel que

(3,3) I |f(t)|exp— etdt^Mi 
ö

et que

(3,4) limZ->CXJ
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Alors: 
a). Si

(3,5) lim a(t) 0Z—>oo
toutes les solutions x (t, c) de (3,1) vérifient pour chaque e> 0 la con-
dition
(3,6) lim x(t,c) exp et = 0Z-X>o
(C’est-à-dire que (3,1) possède alors la propriété EJ

0). Si 
(3,7) lim a(t) > 0

Z-H»o
alors il existe exactement une solution x (t, k) de (3,1), telle que pour cha-
que e> 0 
(3,8) lim x(t, k) exp — e t = 0Z ->oo

Pour les autres solutions (c k) existe un e„ > 0 tel que si e e„ 
alors
(3,9) lim |x(t, c)|exp— et= + oo

Z~>OO
(C’est-à-dire que (3,1) possède alors la propriété E„).

Démonstration. Soit e> 0 une constante. Alors de (3,2) il 
résulte que

(3,10) x(t,c) =
t

= exp 1 (a + b)dt-
r,

t t t

J f exp |— 2e t— 1 b dt] - exp |2r t — f adtjdt + c
r, r, T,

où T, et T-2 sont deux constantes qui seront déterminées ultérieurement. 
Posons

t

4>f(t) = f(t)exp [—2et — | b(t)dt|
0

Nous avons admis

Z
0,(t) = 2ft— ) a(t)dt

0
l’hypothèse (3,4). Il existe donc une constante

Tf > 0 telle que pour t > Tt

(3,11)
I Z

e t > J b(t)dt J 
! o
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«). Supposons que la condition (3,5) soit vérifiée. Alors pour chaque 
e>0 il existe un T’, T, tel que, si alors a(t)<2e. C’est-à-dire
que

d(-)t 2 e —a(t)>0(3,12) dt
Donc pour t T'f la fonction ©, (t) et la fonction exp ©, (t) sont crois

santes.
Vu (3,11), on a

|0,(t)| = 7(01 exp |— 2e t — | b(t)dt| |/(t)| expe t
n

Posons dans (3,10) T, — T', et T2 - 0. Appliquons le Théorème de 
Bonnet

æ(t, c) = exp J (a+b)dt- d>, exp©, dt+c

t t
= exp I (a-j-b)dt- exp©, • I d>,dt-t~c 

o £('.>)
où f(t, e) est une constante telle que Tî<£(t, e) t. Il s’ensuit 

x(t, c) exp — 4 e t —
t t

exp I bdt f exp J (a-(-b)dt
'( f exp I—2et— | bdtldt+c p 2 e t J Jexp. exp 4 e t£<*»«>

donc
x(t,c) exp —4et<exp(—et)- f 7(0 exp — etdt+

+ |c|exp( —et)-expj [—2e + a(t)Jdt 
o

Vu (3,3) et (3,12), on a
t

|x(t,c) exp— 4et<exp(—et)-f |/(t)|exp — e t dt-f-|c| exp — et 
$('.*)

-C [M,+1 ci] exp — et
Donc, pour e > 0 quelconque,

lim |x(t,c)| exp — 4e t = 0t >00



112 Krzysztof Tatarkiewicz

Mais cette dernière formule, étant vérifiée par chaque e > 0, est vé
rifiée aussi par e/4. On voit que, pour chaque e > 0, chaque solution de
(3,1) vérifiée (3,6).

(S). Supposons qque la condition (3,7) soit vérifiée. C’est-à-dire que, 
si nous posons

lim a(t) — â,

alors pour chaque e tel que a/8 > e > 0 il existe un Té' > Tf tel que pour 
té>Té' l’on ait o(t)>7e. La fonction

t
(3.13) 2 et— fa(t)dt

o
est alors pour t T', décroissante.

Soit T«>Té' une telle constante que pour t^>Tf on a
i r, l

et> ! ( b(t)dt 
I o

Considérons la formule (3,2), où nous avons posé T, = +oo, T„ = T',', 
c’est-à-dire la formule

t t t

(3.14) x(t,c) = exp f(a + b)dt- J/exp[— ) (a+b) dt|dt+c
ré' ré'

Observons que l’intégrale généralisée de la formule (3,14) converge. 
En effet vu (3,11) pour t>T, on a

t t
(3.15) — J(a + b)dt —7et— jbdt< — 6et<— et.

f'
donc, vu (3,13),

| fexp|— | (a + b)dt]dt J | j| exp — etdt ■ Mt

d’où il s’ensuit que l’intégrale généralisée converge.
Transformons (3,14) comme nous avons transformé (3,2) en (3,10). En

vertu du Théorème de Bonnet il existe une constante rj (t, e) telle 
que t < »j(t, e) < + oo et que

t t
x(t,c) = exp | (a-)-b)dt. J d>t exp©, dt+c =

= exp|2et + Ibdt]- I <Z>,dt+cexp f (a+b)dt
■f! «JÙ'«) ri'
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Donc, pour t T,

i
x(t,0)exp— 4et<exp(—et}- I !/|exp— etdt<Mfexp— et.

Il s’ensuit, que, pour chaque e> 0, on a

(3.16) limx(t, 0)exp — et = O
/->oo

— c’est-à-dire la formule (3,8), dans laquelle on a posé k = 0.
On a

t
x(t, c) = x(t, 0)+cexp J [a(t)+b(t)J dt 

r't'

Vu (3,15),
i

) | a ( t) + b (t} | dt > 5 et

T"
Donc pour e < â/8 -y e0 et t >- T".

x(t, c) I exp — 4 e t >- |c exp et— |x(t, 0) | exp — 4 e t

Etant donné que cette formule est valable pour tout e<c0 et en tenant 
compte de (3,16) pour c 0, nous aurons la formule (3,9), ce qui achève 
la démonstration.

Remarquons que, si pour chaque s> 0, on a

(3.17) lim/(t)exp — et — O
t +e»o

alors la condition (3,3) est vérifiée pour chaque e > 0. La condition (3,17) 
peut donc remplacer (3,3) dans les prémisses du Théorème 1. Nous en 
reparlerons au § 8.

(3,4) peut être aussi remplacée par une condition plus commode (mais 
plus forte), à savoir: il existe des nombres T, A et /z< 1 tels que

(3.18) ' )' b(t)dJ < At"
o

pour t T

4. On pourrait croire que si la condition (3,5) n’est pas vérifiée, alors 
avec les hypothèses (3,3) et (3,4) l’équation (3,1) aura au moins une solu
tion vérifiant (3,8). C’est-à-dire que l’hypothèse (3,7) est faite pour qu’il

8
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y ait exactement une solution vérifiant (3,8). On pourrait croire aussi que 
l’hypothèse (3,4) est inutile. L’exemple suivant montre que ces deux pré
somptions sont fausses.

Exemple A. Considérons l’équation
(4.1) x —— [sinlnt + coslnt) x+1
où te < (1,+ oo).

Nous allons montrer qu’aucune solution de (4,1) n’est e - bornée pour 
«>0.

On a

1(4.2) | 1 • exp — etdt —— exp — et d/M,
î e

et
t

(4.3) I — |sin ln t4-cos ln t| dt = — tsin ln t 
î

Posons l* exp 2:k et T* exp(2Jc4-l/2)Tr.
On a

— t t sin ln t < t
donc

exp — t exp [t sin ln t] exp t 
et

'* + 1 7*
L exp |t sin ln t| dt J exp |t sin ln t| dt

Vu que, pour t e (tk, Tk), on a

donc
2 >• | 2 sin ln t4-cos ln t 1^-0

r*
1 rf*> — J |sinln t4-cosln t| exp (t sin ln t)dt =

— — exp (t sin ln t) 1 m 1-expT*--

Supposons que te (t„, t*+i >. Alors exp (2 k — 3/2) n t exp (— 7/2) n et, 
si nous posons

(4,4) y exp (— 7/2) n > 10“5 > 0
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alors
exp (2 k — 3/2) ji y t

11 s’ensuit que pour k 2 (étant donné que exp exp (2k — 7/2) n > 2) 
on a

t
(' exp (t sin ln t) dt <■- 2*_i + J*_2

(4,5) 1

exp exp ( 2 le — 3/2) n + exp exp (2 le — 7/2) ti — 1 >- exp y tZ Z Z

Trouvons la solution générale de (4,1) à l’aide de la formule (3,2)

x(t, c) = exp (— t sin ln t) ■ | exp(tsinlnt)dt + c
î

Vu la définition de y, pour chaque c il existe un Tc tel que, si t^Tc, 

alors
1
414,6) exp y t >

Pour té /t»,t»+i> • <Tc,+oo) on a alors

x(t, c) = exp (— t sin ln t) ■
(4.7)

Soit

(4.8)

J exp(tsinlnt)dt-(-c

exp(—tsinlnt)• I —expyt—|c| > y exp [t (y —sin ln t)|

le« yyj max

Pour k > k„ on obtient
2- ln T,,2

x(t*,c)exp —« t*'exp|yt* —tk sinln t*| • exp — e tk = -~ exp(y — e)tk

Donc, pourvu que e > y,

lim x(tk , c) exp — e t* = +oo/->oo
Nous voyons donc qu’aucune solution de (4,1) n’est e - bornée pour e > 0.

I. Si nous admettons a (t) = 0, b (t) = — [sin ln t + cos ln t] nos voyons 
que toutes les hypothèses du Théorème 1, auf l’hypothèse (3,4) sont vé
rifiées. En effet (4,2) montre que (3,3) est vérifiée et (4,3) montre que
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(3,4) n’est pas vérifiée. Des modifications évidentes fourniraient un exem
ple d’équations n’ayant aucune solution e - bornée pour e > 0, et telle 
que la valeur

soit arbitrairement petite (mais > 0).
Notre exemple montre aussi que dans la condition (3,18) l’hypothèse 

p< 1 est nécessaire.
II. Si nous admettons a (t) = — [sin ln t + cos ln t], b (t) = 0 nous vo

yons que toutes les hypothèses du Théorème 1 sont vérifiées, sauf (3,5) 
ou (3,7).

Admettons (3,3). Notre exemple montre, que, si (3,4) et (3,5), ou bien
(3,4) et (3,7), sont en défaut, alors la thèse du Théorème 1 peut cesser 
d’être vraie.

Remarquons enfin, que l’exemple banal de l’équation 
x — exp a t

montre que si (3,3) est en défaut, la thèse du Théorème 1 peut aussi cesser 
d’être vraie.

5. Les solutions bornées. Il existe un grand nombre de théorèmes 
fournissant des critères moyennant lesquels les solutions des équations 
différentielles soient bornées, ou bien tendent vers zéro. Voici deux de ces 
théorèmes.

Théorème 2. Supposons que les fonctions 
t t

(5.1) J f(t)dt, J'b(t)dt
o o

soient bornées
a). Si a (t) 0 alors toutes les solutions de (3,1) sont bornées, (c’est-à-

dire que (3,1) possède la propriété Bj).
0) Si a(t)^3»0, / a (t) dt =+ oo,alors exactement une solution de 

o
(3.1) est bornée, et elle converge même vers zéro, (c’est-à-dire que (3,1) 
possède la propriété O0).

La démonstration est semblable à celle du Théorème 1. Elle s’appuie
sur la formule (3,2), sur le Théorème de Bonnet et sur le lemme sui- 

t
vant: si //(t) dt est une fonction bornée et g(t) décroît d’une façon mono- 

0 00
tone vers zéro, alors l’intégrale généralisée f f (t). g (t) dt converge (voir — o
par exemple — Ko w al e w s ki [9] p. 288).
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Il est facile à remarquer que, si a (t) 0 et la fonction / a (t) dt est
t t o

bornée (et si les fonctions / / (t) dt, f b (t) dt sont bornées) alors il suffit o o
de poser â(t) = 0 et b(t) = a(t) + b(t), pour se trouver avec les fonctions 
â(t) et b(t) dans le cas a.

La généralisation du Théorème 2 a pour n quelconque a été établie 
par B e 1 1 m a n [5], p. 37, mais avec l’hypothèse supplémentaire que 
f(t) = 0, a (t) =a0 +/J(t) où a0 est une constante et /5(t) est une fonction
à variation bornée, telle que lim /?(t) = 0.

Z—>oo
Nous établirons maintenant un théorème dans lequel du fait que f est 

bornée il s’ensuit que l’équation correspondante possède la propriété Bt.
Théorème 3. Soit l’équation

(5,2) x = a(t)x+J(t)
Supposons que |/(t)|^M et que A soit une constante positive.

a) Si a (t) — A < 0 alors toutes les solutions de (5,2) sont bornées
(c’est-à-dire que (5,2) possède la propriété B,).

/3) Si a (t) ). > 0, alors exactement une solution de (5,2) est bornée.
Les autres croissent absolument plus vite que exp —t (c’est-à-dire que

(5,2) possède la propriété B„).
Démonstration. La démonstration la plus courte peut être faite 

à l’aide de considérations topologiques.
a) Admettons a (t) — A < 0. Soit une zone V définie par l’inégalité

|x|< R. Elle est bornée par les droites x1= + R, x2— —R. On voit aisé
ment que, pour tout R assez grand ,toutes les solutions qui ont un point 
de contact avec ces droites entrent dans la zone V. Il s’ensuit que toutes 
les solutions de (5,2) sont bornées.

/3) Si nous admettons a (t) 2 > 0„ alors on peut montrer de même
que pour R assez grand, toutes les solutions qui ont un point de contact 
avec les droites x — ± R sortent de V. Il résulte du Théorème de rétracte 
de M. Wazewski [33] qu’il existe une solution au moins qui est 
bornée (dans notre cas on le peut démontrer élémentairement sans avoir 
recours au Théorème de rétracte).

Puisque toutes les solutions ayant un point de contact avec la courbe

sortent de la zone x<y>(t) et l’équation (5,2) est linéaire, la solution 
bornée est unique.
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On a obtenu des résultats semblables pour des équations non linéaires 
x = g(x)+/(t) où lim |g(æ)| = + oo,sgng(x) = sgn x (mais seulement pour
n = 1 — voir H a r t m a n [8].

6. La thèse du Théorème 2/1 dit que l’unique solution bornée tend 
vers zéro. Il est à remarquer que sous les hypothèses des Théorèmes 2 a 
et 3 les solutions tendant vers zéro peuvent manquer.

En effet, soient les équations x — const. (a (t) = b (t) = 0) ou bien 
x = x+1 (a (t) = 1). Aucune de leurs solutions ne tend vers zéro.

Une supposition plus forte que (5,1) — à savoir que / |f(t)| dt con
o

verge — serait nécessaire pour que les solutions tendent vers zéro (voir — 
par exemple — Peyovitch [21]).

L’exemple de l’équation x = 1 montre que dans le Théorème 2 il ne 
suffit pas de supposer que / est bornée (au lieu de (5,1)), et dans le Théo
rème 3 il ne suffit pas de supposer que A 0.

Remarquons que sous des hypothèses à peu prés les mêmes, on peut 
caractériser avec une plus grande précision le comportement des solutions 
bornées (voir par exemple Haag [7], Wintner [34], [35]).

7. Généralisations. Au § 3 nous avons comparé la vitesse de croissance 
des solutions à celle de exp e t. On peut les comparer à la vitesse de crois
sance d’une fonction plus générale exp9>(e,t) en considérant les expres
sions
(7,1) x(t,c)exp — <p(e,t)

Soit une fonction <p(e,t) définie et différentiable dans l’ensemble (0,zl)x 
x(0,-|-oo), Supposons qu’il existe deux fonctions /?(e) et y(e) définies dans 
0, A) et telles que

(7,2)

où
(7,3) 0 -i P(e)

Supposons que pour, pour e e (0, A),

(7,4) f /(t)exp — <p(e,t)dt" M,
o

Si, en plus sgn a (t) = const. et

7,5) dt M
o



Quelques exemples de l’allure asymptotique des solutions... 119

pour t 0, nous dirons que <p(e, t) est une fonction de comparaison de 
l’équation (3,1)

Si, en plus, la condition

(7,6) lim = + oo pour e e(0, A)

est vérifiée, alors nous dirons que la fonction <p(e, t) est une fonction de 
forte comparaison de l’équation (3,1) (voir Tatarkiewicz [29]).

Théorème 4. Soit <p une fonction de comparaison de l’équation (3,1) 
a). Si

(7.7) a(t)<0
alors toutes les expressions (7,1) sont bornées pour ee (0, A), (c’est-à-dire 
que (3,1) possède la propriété B, (y)).

P) Si
a(t) y(e)>0

alors, pour une solution au moins, l’expression (7,1) est bornée pour 
ee (0, A). Si en plus, la fonction

(7.8) <p(e,t) — J a(t)dt

n’est pas bornée inférieurement, pour chaque e > 0 alors cette solution 
est unique (c’est-à-dire que (3,1) possède la propriété B„ (g>))- Dans le cas 
contraire ((7,8) bornée pour unt = eo>0) toutes les expressions (7,1) sont 
bornées (c’est-à-dire que (3,1) possède la propriété B,

Théorème 5. Soitqp une fonction de forte comparaison de l’équation
(3,1). Alors toutes les solutions, pour lesquelles l’expression (7,1) est bornée 
en vertu du Théorème 4, vérifient aussi la condition

(7,9) limx(t, c)exp — <p(e, t) = 0/-►oo
(c’est-à-dire que (3,1) possède la propriété O* (g?)).

La démonstration du Théorème 4 ressemble à celle du Théorème 1. 
Il suffit d’y remplacer e t par <p (e, t). Le Théorème 5 est une conséquence 
immédiate du Théorème 4 et de la définition de la fonction de forte com
paraison.

Les généralisations fournies par les Théorèmes 4 et 5 sont d’importance 
étant donné que, si nous posons <p (e, t) = const. (ce n’est pas une fonction 
de forte comparaison!), nous obtenons un théorème semblable au Théorè
me 2, et, si nous posons <p (e, t) = et, nous obtenons la partie essentielle du
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Théorème 1. En choisissant d’autres fonctions <p(e,t) en peut obtenir en
core d’autres critères. En voici un exemple:

Exemple B. Soit <p(e, t) = e ln t, a(t) = b(t) = 0, /(t) = 1/t (c’est-à-dire 
l’équation x = 1/t). En appliquant le Théorème 5 nous obtenons le résul
tat bien connu sur l’ordre de croissance du logarithme

x (t, c) • exp (— e ln t) = £ _> o

pour chaque e > 0.
Remarquons que les hypothèses (7,5) et (7,7) sont plus fortes que (3,4) 

et (3,5) (et même plus fortes que (3,18) et (3,5)). Au lieu d’admettre (7,3) 
supposons que

(7.10) 0</?(e)
pour chaque e > 0. Il est facile à montrer qu’alors les conditions (3,4) 
et (3,5) suffiraient pour que le Théorème 4 reste vrai. En effet, si nous 
admettons (3,3) et (7,10), alors (7,2) implique l’existence d’une fonction 
/3(c), telle que

V (c, t) ==(} (c) + (i (c) t < (e, t)

Donc, vu le Théorème 1, on a pour chaque e > 0.
| x | exp — (p (e, t)< | x | exp — ÿ (e, t) -> 0

Mais si nous ne supposons que (7,3), alors les hypothèses (7,5) et (7,7> 
sont indispensables. L’exemple suivant le démontre.

Exemple C. Soit l’équation

(7.11) x= [a(t) + b(t)]x + 1
où la fonction

[a (t) + b (t)] ~ [sin ln ln t + cos ln ln t|

est définie pour t e. Admettons
<p(e, t) = (1 ■+- c) ln t

Vu que
oo oo
I lexp — <p(e,t)dt=j’£-t =

la condition (7,4) est vérifiée.
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Posons

■A(t) J + b (t)| dt = ln t.sin ln ln t

et

t* = exp exp nk

Remarquons que
(7.12) 

et que

(7.13) expA(T4Jt+1)exp —y(c,T4(k+1) = T’;n'"iln'4ft 1

4k 1 r exp ?, it 
4k—2 "

-l-£
4/14-1

On a A (t) < 0 pour t e <Ttt_2, r4ft> et exp ji> 23, donc
T4*+1 T4h

J exp — A (t) dt exp — A (t) dt > t4A — tw_2 > t4„_2 (t» — 1 )
'4k-2

Soit un c quelconque et k 1 assez grand pour que

T4/k—2 '> I C
Alors, vu (7,12) et (7,13),

æ (^4fc |,c)exp çp(c, t^^j) .>>
(Æ 2-l) + c4fc—2 ’ *'4/î—2

' > _ÎAZZ? _ 1—« exP o 1—2001

r4k,i ik^2 4k—2

1

Donc, si 0 < e < 0,005, alors

lim x (Tik+V c) exp —ç>(e, r4ft j) = + oo
ft->oo

— les expressions (7,1) ne sont bornées pour aucune solution de (7,11).
Posons b (t) — 0 et a (t) = A'(t); alors la condition (3,5) est vérifiée 

mais la condition (7,7) ne l’est pas. Posons a (t) = 0 et b (t) — A’ (t); alors 
les condition (3,18) et (3,4) sont vérifiées, mais (7,5) ne l’est pas. Si nous 
admettons (3,3), les conditions (3,4) et (3,5) ne suffisent donc pas, même 
pour qu’une équation possède la propriété E„ (<p).

Remarquons que les hypothèses du type (7,8) sont assez artificielles, 
mais il est assez difficile de s’en passer — comparer avec (3,12) et voir par 
exemple Niemyckij-Stiepanow [16].
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8. Nous avons déjà remarqué que, si la condition (3,17) est vérifiée 
pour chaque e > 0, alors (3,3) a lieu, donc (3,6) ou (3,8) respectivement 
sont vraies. Étudions rapidement la situation qui se présente si l’on rem
place et par <p(e,t).

Les exemples suivants montrent que pour <p (e, t) quelconque, l’hypo
thèse j (t) exp —q>(e, t) -> 0 ne suffit pas, et que l’équation (3,1) peut pos

séder la propriété O,(<p) même quand J / (t) exp — q>(e, t)dt diverge.
o

Exemple D. Soit
—-pVf «1-+ T-

3j/t2 2l/t dj /(t)x = e

et q> (e, t) =y t e ln t (c’est une fonction de forte comparaison). Alors

f(t)exp— ç)(e, t) —> 0 mais Jf(t)exp — <p (e, t) dt diverge pour e 1/3. 
î

Enfin pour toutes les solutions
x(t, c) exp —<p(e, t) = [)/t expiât + c].t ‘ exp—yt 00 

pour e < 1/3.
Exemple E. Soit

exp |/1 
2?? df fit)x =

et 99 (e, t)= >/t -t-elnt. Alors f(t) exp — <p(e, t) —»• 0, f f(t)exp — <p(e,t)dt 
1

diverge, mais toutes les solutions vérifient la condition (7,9).
Bien que nous supposions dans le Théorème 4 que

f f(t)exp — <p(e,t)dt 
î

converge, dans la thèse nous obtenons que l’expression (7,1) est bornée, 
et non que l’intégrale

(8,1) fx(t,c) exp — qo(e, t) dt
1

converge. Dans la thèse du Théorème 1 a on peut remplacer la condition 
(3,6) par la suivante: „l’intégrale

J x (t, c) exp — et dt 
0
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converge pour tout e > 0” et le théorème reste vrai. L’exemple suivant 
montre qu’en remplaçant la thèse du Théorème 4 a par la thèse: „l’inté
grale (8,1) converge” on obtient un théorème faux.

Exemple F. Soit x = t~312, t 1, et tp(e, t) = e ln t pour e > 0. Alors

| t~3 2 exp (— e ln t) d t converge, mais
t ©O ©O

! x(t, c) exp — (p(e, t) dt = J (c — 2t 12)t“'dt
î î

diverge pour e 1/2.
9. Les équations d’ordre supérieur. Nous étudierons dans ce para 

graphe quelques particuliarités des équations d’ordre supérieur à un.
Exemple G. Soit l’équation (définie pour t 1)

(9.1) ÿ + [sin ln t + cos ln t] ÿ = 1
On voit que, si x (t, c) est la solution générale de (4,1), alors 

t

y(t,c,c') = J x (t, c) dt + c1
î

est la solution générale de (9,1). Supposons que t^ Tc (voir (4,6)). 
Comme au § 4, pour te<t*, t*+i>et k assez grand on a (voir (4,5))

r° 1(9.2) ) exp(—tsin ln t)dt^- - exp <51, 
î

où
5 7

à — exp —n> exP----2" 71 — 7

(voir (4,4))
Vu (4,7) et (9,2), on a pour tfc() (voir (4,8))

' 1 f
y (t, c, c1) = J x(t,c)dt + c’> - J exp y t. exp (—t sin ln t) dt -|- c1 = 

1 4 1
1 • ' 1 

= exp y t. J exp (— tsin ln t)dt -f- c1 — expy t. exp <51 + c1

où 1 < T < t. Donc pour t > tk0

y(t,c,c') :^ g exp à t 4- c'

et pour 0 < e < <5 on a
lim y (t, c, c1) exp — e t = + 00

pour chaque couple c, c’.
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Bien que touts les coefficients de (9,1) soient bornés, cette équation 
ne possède même pas la propriété Eo. La cause de ce phénomène consiste 
en ce que la courbe K, dont les équations paramétriques sont

a^t) = 0, a2(t) = sin ln t + cos ln t,
est contenue dans les frontières des cellules (voir (1,4)). L’exemple de 
l’équation „non régulière” donné par Niemyckij-Stiepanow
[16] p. 192—200 ne réussit non plus que grâce au fait que la courbe (1,5) 
passe d’une cellule a l’autre. De même pour l’exemple connu de Per
ron [19] et de Vinograd [31] (ce dernier exemple montre aussi 
qu’un passage à limite peut donner une équation ayant moins de solutions 
bornées que les équations primitives).

Evidemment il ne suffit pas que la courbe K (voir (1,5)) passe d’une 
cellule à l’autre ou qu’elle soit contenue dans les frontières des cellules, 
pour que l’équation correspondante n’ait pas des solutions bornées (ou 
e- bornées pour e > 0). La situation est ici assez compliquée — consulter 
les travaux de G. A s c o 1 i, par exemple [2].

Si l’on veut généraliser le Théorème 4 pour des équations d’ordre su
périeur, et si l’on ne veut admettre que l’hypothèse (7,3) (et non (7,10), 
qui implique (3,3)), on peut y avoir des difficultés. Celles-ci surgissent si la 
courbe (1,5) passe par des points appartenant à deux surfaces R'A, (t) = 0 
en même temps (Si l’équation est à coefficients constants, cela correspond 
aux racines multiples de l’équation séculaire A" — an X"~‘ — .... — a2 A — 
— üj = 0 ayant la partie réelle égale à zéro.

Il est intéressant de comparer l’exemple B au suivant
Exemple H. Pour la fonction de forte comparaison <p (e, t) = e ln t

l’équation x = 1/t ne possède même pas la propriété Bu(<p).(Ici A, (t)=A2(t)= 
= 0 et a, (t) = a2 (t) = 0).

Des propriétés asymptotiques pour des équations d’ordre supérieur 
peuvent être démontrées non seulement à aide de la méthode des appro
ximations succesives (voir — par exemple — Perron [18] et T a- 
tarkiewicz [29] ou bien des diverses méthodes topologiques (voir — 
par exemple — B e 1 1 m a n [3], L e v i n s o n [11], Tatarkie
wicz [28] et Ważewski [33], mais aussi a l’aide de la „seconde” 
méthode de Lapounov (voir — par exemple — Antosiewicz-Da- 
v i s [1], Starżyński [25], [26]).

10. Les équations non linéaires. En général l’allure asymptotique 
des équations non linéaires est différente de celle des équations linéaires. 
(L’exemple des différences — voir Vinograd [32]). Mais les ré
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sultats obtenus pour les équations qui „diffèrent peu” des équation linéai
res sont assez semblables à ceux qui concernent les équations linéaires. 
Citons un de ces résultats.

Soit l’équation (l’équation (1,2) pour n = 1)

(10.1) x = a(t)x + d(x, t) + f(t)
où

d (0, t) = 0
Supposons que a(t) -> â. Supposons, en plus que f et d sont continues et 

qu’il existe deux fonctions y(t) et / (t) non négatives, continues et telles 
que
(10.2) d(x, t) — d(x, t) ! < [y (t) + x(t)]. x — x
où

(10.3) limx(t) = 0, fy(t)dt<; + oo

Supposons que ç>(e,t) soit une fonction de comparaison et supposons 
que si x (t) £ 0 alors
(10.4) O<0(e)
(voir (7,2)), et soit

I f(t)jexp— q>(e, t)dt M,
• o

Nous avons alors (voir Tatarkiewicz [29]).
Théorème 6. a). Si 0, alors, pour toutes les solutions x (t) de (10,1), 

les expressions
(10.5) x(t)exp—<p(e, t)
soit bornée, (c’est-à-dire que (10,1) possède la propriété B,

P). Si â > 0, alors il existe une solution x0(t) exactement, telle que 
l'expression

x0 (t) exp — q> (e, t)
soit bornée, (c’est-à-dire que (10,1) possède la propriété B0(çi)).

Remarquons que si <p est une fonction de forte comparaison, alors 
(10,1) possède la propriété O, (<p), respectivement O„ (<p) (comparer au 
Théorème 5).

L’exemple suivant montre qu’on ne peut pas supprimer l’hypothèse 
que si x (t) 0, alors 0 < fi (e), c’est-à-dire qu’alors ne peut différer
essentiellement de la fonction linéaire et.
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Exemple I. Soit l’équation (définie pour t^ 1) 
• l a? 1 1(10,6) x=-^ + -i=

j/t | t
et posons (p (e, t) = ( 1/ 2 + c) ln t.

Alors
oo oo
pf(t) exp—-<p(e,t)dt= I ~-t 

ï i

converge, a = 0 et comme 12 dt diverge, il faut poser z(t) = t“12. Les 
t

solutions de (10,6) sont données par les formules

æ(t) =
— 1 + k exp + 2 |/t 

1 — Je exp — 2 |/t
pour

x>0 

x ■ 0
Chaque solution, pour laquelle x (1) < 0 croît jusqu’à l’axe Ot, et cha

que solution qui prend une fois une valeur x (t) 0 tend vers l’infini
aussi vite que Je exp 2 y t. C’est-à-dire plus vite que t12+c. Donc, pour 
chaque solution de (10,6)
(10,7) lim x (t) exp — y (e, t) = + oo

Exemple J. Soit
|x|   1
|'t ]/t

et posons <p(e,t) — (1/2+ e) ln t. Dans cet exemple les expressions (10,5) 
sont bornées pour une partie de solutions, pour les autres, nous avons 
par contre (10,7).

Si nous généralisons le Théorème 6 pour n quelconque, alors il faut 
supposer en plus (10,4) — même si % (t) = 0 — pourvu que zéro soit la 
partie réelle des racines multiples de l’équation séculaire (1,3) de l’équation 
linéaire correspondant à (1,2). L’exemple H le démontre.

Nous avons supposé (voir (10,3) que x (t) -* 0. 11 ne suffit pas de sup
poser que /(t) est bornée. (Il suffit de supposer que est bornée par 
un nombre positif suffisamment petit — voir le Théorème 7). L’exemple 
suivant le démontre:

Exemple K. Soit
(10,8) x = ax + /J|x| + l
et posons ip(e,t) — et, e>0.
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Les solutions sont données par les formules 
1

a + ß

1
a — ß

x >-0+ k exp (a + ß) t
x(t) = pour

+ k exp (a — ß) t x <0

Si a^O et |a|< ß alors pour toutes les solutions de (10,8)
lim x (t) exp — e t = + oo# ->oo

pour fi — | a j. (Bien que q> ( e, t) = et soit ici une fonction linéaire de t).
Parmi les autres théorèmes de ce genre, les plus intéressants sont ceux 

qui n’utilisent pas la „condition de Lipschitz généralisée" (10,2) et (10,3).
Voici deux de ces résultats (voir Levinson [12]).

Théorème 7. Si à < 0, / (t) = 0 et
| d (x, t) | ÿ | a |. | x |

où (9<1, alors (10,1) possède la propriété Or 

Théorème 8. Si à 0, / (t) — 0 et
I d (x, t)< y (t) | x |

foù y(t) est bornée et y(t)dt converge, alors (10,1) possède la propriété B,.

Il est facile de montrer à l’aide d’exemples qu’avec les hypothèses du 
Théorème 8 l’équation (10,1) peut ne pas posséder la propriété O, (x == x/t2) 
et que l’hypothèse y(t)-> 0 peut ne pas suffire pour que (10,1) possède la 
propriété B, (x = x/t). Un autre exemple montre que dans le Théorème 7 
l’hypothèse 1 est indispensable (x——x+2[x|). Enfin, les deux 
théorèmes seraient faux si l’on supposait seulement que |d (x, t)|^@jxp‘ 
où p, > 1 et & est une constante.

Un autre type de majoration de la fonction f, suffisante pour que 
l’équation (10,1) possède la propriété O, a été trouvé par L o j a s i e- 
w i c z [14].
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Streszczenie

W ostatnich czasach poświęcono wiele uwagi osłabieniu założeń 
asymptotycznych twierdzeń teorii równań różniczkowych. Mimo to, uzy
skano dotychczas ogólne wyniki tylko dla równań

x(*) = a*(t)x,*_1,-l-... + a2(t)x'-(-a, (t)x + f (t) +d(t,x,x',... ,x<* u) (1) 

o niemal stałych współczynnikach (tj. takich, że bądź ajjt)-» dk, bądź też
oo

całki | | ctfc(t) — di; | dt są zbieżne), niemal liniowych (tj. takich, że funk
ii

cja d w pewien sposób „mało“ odchyla się od zera).
Weźmy krzywą K przestrzeni n wymiarowej, daną parametrycznymi 

równaniami
a, = a, (t), ... ,a„ = a„ (t) (2)

Analizując znane dotychczas wyniki dla n = 1 lub dla n = 2 wypo
wiadam w § 2 przypuszczenie, jakie własności powinna mieć krzywa (2)
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by równanie (1) posiadało dokładni» k parametrową rodzinę rozwiązań 
x (l) ograniczonych lub spełniających warunki

lim x(t)exp — et — 0 (3)
z->»

Weźmy mianowicie równanie algebraiczne względem A 
/." — a„ (t) A"-1 —... — a2(t)X — a.'(t) = 0

ma ono dokładnie n pierwiastków
A/ = A/(a1(.... a„) i =1,2.....n

Nazwijmy komórką 7$, tę część przestrzeni n wymiarowej E = 
= {a,, ...,a„j w której dokładnie k części rzeczywistych funkcji A,(a„ .... a„) 
jest niedodatnich.

Prawdopodobnie KCiTZ^1 jest warunkiem wystarczającym na to by 
k parametrowa rodzina rozwiązań (1) (dla d dość „małego“ lub d s 0) 
spełniała warunek (3). Podobny acz nieco mocniejszy warunek jest praw
dopodobnie wystarczający na to by k parametrowa rodzina rozwiązań 
równania (1) była ograniczona.

Przykłady pokazują że jeśli KQF’Z£'’ to może nie istnieć k parame
trowa rodzina rozwiązń (1) spełniających (3). Podobnie, gdy 
to może nie istnieć rodzina k lub I parametrowa spełniająca ten wa
runek.

Dalsza część pracy poświęcona jest udowodnieniu twierdzeń asympto
tycznych dla równań (1) liniowych, pierwszego rzędu (n = 1 d = 0), oraz 
pokazanie na przykładach, że żadnego z podanych założeń opuścić nie 
można.

Jednym z tych twierdzeń jest (pierwsza część Twierdzenia 1):
Przypuśćmy, że dla każdego e > 0 istnieje M, takie, że

f | f (t) | exp — etdt < Mf (4)
o

i że
t

lim — 1 b (t) dt — 0
A->a t J

0
(5)

lim a(t) ' 0 (6)/>a
Wtedy wszystkie rozwiązania równania

x== |a(t) + b(t)]x+ /(t) (7)
spełnią dla każdego e > 0 warunek (3).
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Przyj mi j my
a(t) = 0, b(t)s=—[sin ln t + cos ln t], /(t) = l.

Wtedy warunki (4), (6) są spełnione, zaś nie spełniony jest warunek (5) 
oraz żadne rozwiązanie (7) nie spełnia warunku (3) (dla dostatecznie ma
łych e>0). Widzimy więc, że warunek (5) nie daje się opuścić, ani nawet 
zastąpić nieco słabszym warunkiem ograniczoności funkcji

t
* | b(t)dt. 

o
W paragrafach 7 i 8 omówione są zmiany jakie należy zrobić w zało

żeniach i tezach uzyskanych twierdzeń, by móc zastąpić funkcję liniową 
c t przez dowolną funkcję (c, t) monofoniczną i spełniającą pewne do
datkowe warunki. Okazuje się, że otrzymać można w ten sposób twier
dzenia, które wprawdzie wymagają mocniejszych założeń, lecz za to mają 
ogólniejsze tezy.

Ostatni paragraf (§ 10) poświęcony jest warunkom jakie musi spełniać 
część nieliniowa równania (1) (dla n — 1), by równanie to posiadało k pa
rametrową rodzinę rozwiązań ograniczonych lub też spełniających wa
runek (3).

Oczywiście — z odpowiednimi zmianami — powyższe uwagi odnoszą 
się też do układów równań różniczkowych zwyczajnych.

Резюме

В последнее время много внимания посвящено ослаблению пред
посылок при асимптотических теоремах теории дифференциальных 
уравнений. Несмотря на это до сих пор получены общие результаты 
только для уравнений

х ("> = а„ (£) х(л_п 4------- 1- а, (£) х' + а, (£) х 4- / (г) 4- <2 (£, х, х.....х'" ’>) (1)

с почти постоянныжм коэффмцментагли (т.е. такими, что или а* (£) —> а* ,
или же интегралы |’[а* (£)— а* | <2£ сходятся) почти линейных (т. е. 

6
таких, что функция d некоторым образом „мало’' отклоняется от нуля).

Возмём кривую К п - мерного пространства, данную параметричес
кими уравнениями

а, = 0!^), а„ = а„(£) (2)
Анализируя известные до настоящего времени результаты полу

ченные для п — 1 или п = 2, я высказываю в § 2 предположение, ка
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кими свойствами должна обладать кривая К (2), чтобы уравнение (1) 
имело в точности к - параметровое семейство решений х (t) ограни
ченных или исполняющих условия:

limx(t)exp — et —О (3)

Именно, возьмем алгебраическое уравнение относительно А 

А" — а„ (t) А"-1--------- a., (t) А + a, (t) = 0;

у него в точности п корней

А, = A, (aj,a„) г = 1,2,п.

Назовем ячейкою Z^ ту часть п - мерного пространства Е = 
= {а,, а,,}, в которой число неположительных действительных ча
стей функций А в точности равно к.

Вероятно К Q rz^'0 (lĄ"* множество внутренних точек Изъявляет
ся достаточным условием, чтобы к - параметровое семейство решений 
уравнения (1) исполняло условие (3) (для достаточно малого d или для 
d = 0).

Похожее, хотя несколько более сильное условие, вероятно, являет
ся достаточным для того, чтобы к - параметровое семейство решений 
уравнения (1) было ограничено.

Примеры показывают, что если K~F'Z%}(F'Z- граница множества Z), 
то может не существовать к - параметровое семейство решений, ис
полняющих условие (3). Подобным образом, когда KQZ 1̂ + Z*"*, то 
может не существовать к - или I - параметровое семейство, исполняю
щее это условие.

Далее доказаны асимптотические теоремы для уравнений (1) ли
нейных первого порядка (n = l, d = 0), и показано на примерах, что 
нельзя пропустить ни одной из приведенных предпосылок.

Одна из этих теорем следующая (первая часть теоремы 1):
Предположим, что для всякого е>0 существует такое Mi, что

| f(t) ехр— etdt^M, (4)
о

и же t
lim — Г b(t)dt=O (5)

t J
о

lim a (t) 0<-Х>О (6)
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Тогда все решения уравнения

æ= J a (t) + b(t)] x + f(t) П)
исполняют условие (3) при всяком е > 0.

Примем
a(t) = 0, b(t)sH—[sin In t + cos In t], —

Тогда исполнены условия (4) и (6), но условие (5) не исполнено, и ни
какое решение уравнения (7) не исполняет условия (3) (для достаточ
но малых е). Итак, мы видим, что условие (5) не может быть пропу
щено или даже заменено более слабым условием ограниченности 
функции

о
В §§ 7,8 оговорены необходимые изменения в предпосылках и те

зисах полученных теорем, чтобы можно было заменить линейную 
функцию произвольной монотонной функцией <р(е, I), исполняю
щей некоторые добавочные условия, хотя и требующие более силь
ных предпосылок, но зато имеющие более общие тезисы.

Последний § 10 посвящён условиям, которые должна исполнять 
нелинейная часть уравнения (1) (при п = 1), чтобы это уравнение 
имело к — параметровое семейство решений ограниченных, или не 
исполняющих условие (3).

Эти замечания — с соответственными изменениями — касаются 
тоже систем обыкновенных дифференциальных уравнений.




