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CHAPITRE 1

1. Introduction. Depuis les travaux classiques de H. Poincaré
[12] etde A. M. Liapounoff [4] on s’est beaucoup occupé des pro-
priétés asymptotiques des équations différentielles ordinaires. Conti-
nuant les recherches de O. Perron etde H Spath, T. Pey o-
vitech leur a consacré quelques travaux. Il a démontré dans son Mé-
moire [9] que moyennant certaines hypothéses un systéme différentiel
linéaire non homogeéne dont la partie non homogene est de rang p, admet
une famille de solutions x;(t), pour lesquelles

(1,1) lim xi(t)exp — (o + &)t=10 i=1,2,..,n
1>

ou ¢ >0 (on trouvera plus de détails dans les remarques qui terminent
le § 24, p. 60).

Dans ce travail nous étendons les résultats de Peyovitch aux
certains systémes d’équations non linéaires (3,1) (systémes presque linéai-
res) et nous affaiblissons quelquesunes de ses hypothéses.

Jusqu'a présent les auteurs, pour établir la relation (1,1), suivant
I'exemple de Poincaré [12], avaient recours au Théoréme de 1’ H6-
pital. Or il semble que le Théoréme de Bonnet (II Théoréme de la
Moyenne du Calcul Intégral) permet d’obtenir des résultats plus forts
(voir § 7-§9).
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R. Bellman a consacré une belle étude aux propriétés asympto-
tiques des équations différentielles (voir [1]). Mais il ne s’interesse
qu’aux solutions qui tendent vers zéro ou restent bornées quand t croit
idéfiniment. Une partie de ses résultats est contenue dans les Théorémes
A et B (voir § 3). Ses méthodes sont bien élégantes, mais il semble que
les estimations qu’elles donnent sont trop peu precises pour l’établisse-
ment de relations du type (1,1).

Derniéerement M. S. L ojasiewicz (voir [5]) en employant les
méthodes de M. T. Waze ws ki adémontré quelques théorémes sur
les relations entre les solutions des systémes non linéaires et les solutions
des systémes linéaires correspondantes. Comme corrolaire M. %t o j a-
siewicz obtient un théoréeme sur l’allure assymptotique des équations
non linéaires dont les seconds membres ne dépendent pas de t. En plus
il admet les hypothéses que 1° toutes les racines caractéristiques de la
matrice 4 (de la matrice de la ,partie linéaire du systéme”) sont réelles
et négatives, 2° la partie, ,,non linéaire” du systéme a des dérivées bor-
nées par des fonctions des x.

Le Chapitre II (§ 4 - § 20) est consacré entiérement a la démonstration
des Théorémes A et B, qui est faite simultanément.

Au paragraphe 21 j'expose quelques généralisations des Théorémes
A et B, accompagnées de remarques sur leur démonstration. Etant donné
que les Théorémes A et B sont bien généraux (méme sous leur forme non
généralisée), mais en méme temps tres compliqués, nous consacrons le
reste du Chapitre III (§ 21 - § 25) a I'établissement a titre d’exemple de
quelques théorémes moins généraux, dont 1’énoncé est pourtant beaucoup
plus simple.

La formule (1,1) sert 4 comparer la vitesse de croissance des solutions,
a celle de la fonction exp (0 + £)t. Dans ce travail nous allons comparer
la vitesse de croissance des solutions a celles des fonctions exp ¢ (e, t)
d’'un type plus général. Remarquons que malheuresement les fonctions
¢ (e, t) doivent vérifier certaines conditions qui sont indispensables;
celles-ci impliquent que dans le cas général cette fonction ne différe pas
,essentiellement” de la fonction linéaire (¢ + €)t. Il y a pourtant des cas
particuliers (par exemple lorsque p est une partie réelle des valeurs pro-
pres simples de la matrice 4 - voir (2,1) et (3,1)) ou elle peut se compor-
ter d’une autre maniére. En choisissant convenablement ¢ (¢,t) on peut
déduire des Théorémes A et B quelques résultats qui ont déja été obtenus
par des méthodes particuliéres. (Le résultat du § 22 est donné a titre
d’exemple. Un autre fournit le théoréme bien connu sur l'odre de croi-
ssance du logarithme — voir Tatarkiewicz [15], p. 120).
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Les conditions des Théorémes A et B sont suffisantes, mais il est pre-
sque certain qu’elles ne sont pas nécessaires pour que leurs théses soient
vraies. Néanmoins des exemples montrent qu'il n’est pas possible de les
affaiblir d’'une maniere essentielle. Ces exemples seront publiés ailleurs
(voir [15]) 1).

2. Notations. Nous désignerons par t, x;, Ty, a;, &, etc. des nombres et
par x;(t), Q«(t), aw(t), ¢(e,t) etc. des fonctions.

Par x= {x,, ..., x,} etc. nous désignerons un vecteur de ’espace carté-
sien a.n dimensions R, (0 = {0, .., 0} — vecteur-zéro) et par x (t) =
= {x, (t), .., To (t)} etc. une fonction-vecteur (une courbe) de I’espace R,.
Quand il n’y aura pas lieu a des malentendus nous dirons simplement
fonction au lieu de fonction-vecteur.

Nous désignerons par g(x,t) une fonction-vecteur dépendant d’un
vecteur x et d’un nombre t, c’est-a-dire

g(x,t) =19, (x,, .., Tu, t), e, Gn (T, ..o, Tu, t)]

Par |x,,..,Ta,t] nous désignerous un wvecteur de ’espace cartésien
a n dimesions R. 1.

Les majuscules grasses désigneront les matrices:
A=air], A(t)=|a(t)], E=|di] — matrice-unité.
L’équation séculaire de la matrice A c’est 'equation
(2,1) Det|A—AE|=0

ou Det |B| désigne le déterminant de la matrice B. Les valeurs propres
de A sont les racines de (2,1). Si 4; est une racine de (2,1) de multiplicité
k, alors nous dirons ques la valeur propre 4; de A est de multiplicité k.

Le produit d’une matrice et d'un vecteur est défini comme il suit:

n n
\ ! U

Ax = la,-kl 2 [ ot e df l SR TR, N Qi .‘L‘k!
k=1 k=1

(on forme le produit Ax comme si le vecteur x élait une matrice a une
colonne). Comme d’habitude nous posons alx,, ..., xs} 77 lax,, ..., aZa|.

1) Je tiens & remercier M. T. Wazewski davoir attiré mon attention sur le
probléme auquel est consacré ce Mémoire ainsi qu’a le remercier pour l'interét
qu’il a bien voulu temoigner aux progrés de mon trevail.
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Introduisons la notion de norme d’'un vecteur et d’une matrice:
n
3 |
) = [z zall 7 N [l
=

Al=]lai] |57 3 N laul.
i=1 R=1
Il est évident que
[Ax| < |A]-|x|.

La dérivée (l'intégrale) d’'un vecteur (d’une matrice) c’est le vecteur
(la matrice) des dérivées (des intégrales).
Introduisons encore la définition récurrente:

! t

[e@mdt' 5 [e@dt
T T

t

f

f¢umﬁ

T

dt pour i=1,2,..

[emadr ' |
T T

3. Enoncés des théorémes. Soit une équation différentielle ordinaire
a une fonction-vecteur inconnue (c'est-a-dire si I'on n’emploie pas la no-
taton vectorielle un systéme de n équations différentielles ordinaires a n
fonctions inconnues)

(3,1) x—Ax=h(x,t) + g(x,t) + f(2)

ou la matrice A est constante et les fonctions h(x,t), g(x,t), f(t)
sont définies et continues pour tous les vecteurs x et tous les nombres
te {T,, + o).

Supposons qu’il existe des fonctions y(t) et y(t) définies et continues
pour te (T,, + c0), et telles que pour tous les vecteurs x, x et tous les
t > T, nous ayons

(3,2) h(0,t)=0

(3,3) |h(x,t)— h(x,t)] < z(t)|x—x
ou

(3,4) lim y(t)=0

et fa

(3,5) g(0,t)=0

(3,6) g(x,t)—g(x,t) <yp(t)x—x|
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ou l'intégrale
+

3,7 fy(t)dt converge.
T,

C’est-a-dire, nous supposons que l’équation (3,1) est une équation
presque linéaire non homogeéne a coefficients constants.
Supposons que

3,8 Ay ey dp

soient toutes les différentes valeurs propres de la matrice 4, ordonnées
selon la partie réelle non décroissante. Supposons qu'elles soient de mul-
tiplicité

TityisasyTip

respectivement. Evidemment 7, + ... + 7, = 0.
Considérons l'’ensemble ordonné des différentes parties réelles des
valeurs propres (3,8)

(3,9) 01 << 02 <. 0g

('on a g<p<_m). Soit g,=— un nombre réel quelconque<< g, et soit g,- j==+0co.

Définition. Nous dirons que la fonction ¢(e,t) est une fonction de com-
paraison du systéme (3,1), de rang m, si

a) La fonction ¢(e,t) est définie et continue dans l’ensemble (0, 4) x
X {T,, + o0) ou A est un nombre = 0.

b) La fonction ¢ (e, t) est non décroissante par rapport a e. C’est-d-dire
si &, < &, alors

' (817 t) \: @ (62’ t)
pour tout te {T,, + co).

c) Il existe un nombre s (0 < s =< q) tel que la matrice A ait exac-
tement m wvaleurs propres, en comptant leur multiplicité, qui ont des
parties réelles < ps.

d) Pour chaque c€(0, A) ile existe deux constantes B, et y. telles que
pour chaque couple t, #t,, t; >T,, lon ait

-~ 'P(e» t]) v_ (P(E, tz)
(3,10) B < e, )
ou
(3,11) 5s < Bs

(3,12) 7‘<§S+l



30 Krzysztof Tatarkiewicz

Si h(x,t) =0 et nous avons ou bien s =0 on bien ps; est une partie
réelle que des valeurs propres simples, alors on peut admettre au lieu
de (3,11) linégalité

(3113) '.‘-‘ !’,f

De méme si h(x,t)=0 et nous avons ou bien s = q on bien ps ., est
une partie réelle que des valeurs propres simples, alors on peut admettre
au lieu de (3,12) linégalité

(3,14) Ye E)s 1
e) Nous allons supposer que si &, < &, alors
(3,15) Pe, < B, et  yu oy

Définition. Nous dirons qu’une fonction de comparaison du systéme
(3,1), de rang m, est une fonction de forte comparaison du méme systéme,
de méme rang, si

(3,16) }i‘rpltp(e,t)—q;(;)l= Fe

pour chaque ¢¢€(0, A).
Supposons que pour chaque ee(0,4) il existe un M, tel que

t
(3,17) [ £t exp—g(e, t)dt — M,
T,

11 s’ensuit que chaque intégrale

| 1fi (0 exp—gq(e, t)dt i=1,2,..,n
To

est convergente et qu’elle a comme valeur un nombre < M,.

Enfin nous dirons qu'une famille de solutions de l’équation (3,1) est
@ m paramétres si ’ensemble d’'intersection de ses éléments et de chaque
hyperplan t = T > T, est une image homéomorphe (c’est-a-dire continue
et biunivoque) de l'espace euclidien a m dimensions R, (ou R, est I'en-
semble formé d’'un seul point).

Moyennant toutes ces notations et conditions, nous pouvons énoncer
nos théorémes:

Théoréme A. Si ¢ (¢, t) une fonction de comparaison de l’équation (3,1)
de rang m, cette équation admet une famille @ m paramétres de solutions
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telle que pour chaque élément x(t) de la famille et pour chaque €¢€(0, A)
le produit

(3,18) X (t) exp—g(e,t)

reste borné. Pour les solutions qui n’appartiennent pas a cette famille, le
produit (3,18) n’est pas borné pour ee¢ (0, 4).

Théoreme B. Si ¢ (¢,t) est une fonction de forte comparaison de I’équa-
tion (3,1), de rang m, cette équation admet une famille @ m parameétres de
solutions telle que pour chaque élément x(t) de la famille et pour chaque
ee(0,4) Uon ait

(3,19) lim |x(t)|exp—¢(e,t) =0

Les solutions qui n’appartiennent pas da cette famille, ne vérifient pas la
condition (3,19) pour ee (0, A).

CHAPITRE II. DEMONSTRATION DES THEOREMES A ET B.

4. Remarques préliminaires. La démonstration des Théorémes A et
B sera faite simultanément. Nous allons supposer que g; = 0. Cette hy-
pothése supplémentaire ne sera écartée qu’au dernier paragraphe de la
démonstration (§ 20).

Nous avons supposé que y(t) et x(t) sont des fonctions continues. Il
s’ensuit que dans chaque intervalle de longueur finie {T,, T > I’équation
(3,1) vérifie la condition de L i pschitz Donc par chaque point
lx,,t},t, > T, il passe une solution x=x(t) et une seule, et cette solu-
tion (si elle est saturée) est définie dans < T,, + co).

Désignons par 4,,..,4r les valeurs propres (3,8) qui ont des parties
réelles non positives, et par 4;:,,...,4p celles qui ont des parties réelles
positives. Nous voyons donc, en vertu de la condition o; =0 que

rnt+rt--t+trn=m

(évidemment si s> 0; dans les cas contraire nous aurons I = m = 0).

5. Solutions d'équations linéaires. Dans la suite nous allons plusieurs
fois trouver les solutions d’équations linéaires qui ont le méme premier
membre que 1’équation (3,1), c’est-a-dire d’équations de la forme

(8,1) xr—Ax=w(t)

ou A est une matrice constante et w(t) et une fonction définie et conti-
nue dans (T,, + o0).
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I1 est facile de trouver les solutions de (5,1). Introduisons une nouvelle
variable y = Cx. On peut choisir la matrice non singuliére C de facon
que (5,1) se transforme en

(5,2) y— Ky=v(t)

ou K est la matrice canonique de J o r d a n correspondant a A.

Si K est une matrice diagonale, alors chaque équation du systéme
(5,2) peut étre résolue séparement. Si K est d’'un type plus général, alors
chaque groupe de 7, équation correspondant a la valeur propre i, con-
tient au moins une équation qui ne contienne qu’une variable dépendante
y;. En partant de cette équation on peut résoudre tout ce groupe d’équa-
tions (voir Goursat [2] t.2p.510; Peyovitch [8] p.18et19
énonce ces solutions explicitamment; voir aussi Tatarkiewicz
[16]).

Revenons a la variable x. Aprés des calculs faciles mais laborieux, on
obtient la forme explicite des solutions de (5,1).

Mais si certaines valeurs propres 4x sont complexes, les solutions ainsi
obtenues peuvent I'étre aussi. En prenant la partie réelle et la partie ima-
ginaire de cette solution, nous obtenons d’une facon bien connue la so-
lution réelle générale de (5,1);

4 - Tk t
63 x()= Y0 export [P0+ 3 B [Qut)w () exp—onta |
=1 7= Ty,

ou g estla partie réelle de i. (en général g, différe de gz), B¥, j=1, ..., 1,
k=1,..,p est une suite de 7, + .-+ r, =n matrices réelles constantes,
T. sont des constantes > T, ou égales a + co, p*(t) = [pf (1), ..., p* (t)} ou
pf (t) sont des polynémes de dégré r,—1 au plus.

Si A, est une valeur propre réelle (de multiplicité r.), c’est-a-dire si
Ar==0,, alors les nr, coefficients des polynémes p’(t) (i=1,...,n) sont des
fonctions linéaires homogénes de 7, constantes arbitraires ci, ..., Cer, €t
il faut poser Qy (t) = 1.

Si Axest une valeur propre complexe (de multiplicité r,) il existe une
valeur propre complexe conjuguée A = 4, (de méme multiplicité ),
c’est-a-dire que si Az = ox + tox (or % 0) alors il existe un Az =or—ion
et m=ri. Les 2n7, coefficients des polynémes p (t),pf(t) i=1,.,n
seront des fonctions linéaires de 27, constantes arbitraires ce1, ...,Cr,,
Ck1, ..., Ckry. 1l faut alors prendre Qx(t) =sinaxrt et Q& (t) =cosost.

Remarquons, qu’on pourrait obtenir les solutions réelles (5,3) direc-
tement (sans emploi intermediaire de solutions complexes), mais alors
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les équations transformées (5,2) devraient avoir une forme beaucoup plus
compliquée (la matrice canonique réelle de J or d an Kz étant d'une
forme assez compliquée — voir [11], [14] et [16]).

Posons

(5,4) b = max | B¥/|
k.j

En prenant la norme de (5,3) nous obtenons la formule

a |2 |
(5,5) lx(t)] < E exp gktllp"'(t) +b' f‘;w(t)\exp—gktdt/
k=1 Tk

6. Début de la démonstration. Pour résoudre le systéme (3,1) nous
appliquerons la méthode des approximations successives de Caqu é —
Fuchs.

Posons x~'(t)==0. Soit x* (t) (v > 0) la solution de I'équation linéaire
(6,1) X' — Ax® = h(x*~\,t) + g(xv',t) + f(¢).

Or en vertu de (3,2) et (3,5) nous aurons

h(x ', t)="h(0,t)=0
gx—',)=g(0,t) =0

Donc, pour » = 0, I’équation (6,1) se reduit a I’équation

(6,2) X' — Ax" = f(t).
Pour » == 0 posons
(6,3) v =x"— x L
Donc
(6,4) Zhi=sx".
Désignons A" (t)= 0, g"(t)=0, et posons pour » - 1
(6,5) h* (t)= h(x"',t) — h(x"21t)
(6,6) g’ (t)=g(x"t)—g(x" 2t

Prenons la différence de la »-iéme et la » — l-iéme équation (6,1). Nous
obtenons

(6,7) 2> — Az = h¥ (t) + g" ().

Ce sont des équations linéaires a coefficients constants (non homogénes).
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Soit 5> 0 une constante. Sa valeur sera déterminée ultérieurement.
De (3,4) il resulte que pour chaque % > 0, il existe un nombre T, - T,,
le plus petit possible, tel que si t > T, alors

(6,8) 0 <gx(t)<n.

De méme de (3,7) (et vu que la fonction y(t) est non négative — voir
(3,6)) il s’ensuit qu’il existe un nombre T, > T,, le plus petit possible,
tel que si t, ~t, =T, alors

(6,9) f y(t)dt < 7.

Posons
Tv, = max qu, T"II ]

Dans la suite nous nous bornerons a l'intervalle T, 4+ ©o). Considérons
les équations (6,7). Or ce sont des équations linéaires, donc leurs solutions
saturées seront définies dans (T, o0). Pour trouver des estimations de
ces solutions, nous allons employer la formule (5,5), ou nous poserons
w(t)=h"(t) + g* (t) et

Tk = T1] k l
(6,10) pour
Tr= + k=1

Dans la suite nous montrerons, que les intégrales généralisées (ayant
une limite infinie) qui vont figurer dans les solutions ou dans les majora-
tions des solutions ainsi obtenues, sont convergentes. Toutefois, avant
de le démontrer et de procéder a nos estimations, nous devrons déduire
encore quelques majorations d’intégrales.

7. Estimation de quelques intégrales simples. Soit un nombre &¢(0, A4).
Sa valeur sera fixe dans la suite, jusqu’au § 17 inclusivement.

Posons

4
(7,1) 1Fe(t) = fif(t)| exp — ox tdt.
T

Nous aurons

!

t
'Fe(t) = J']f(t)[exp—-gktdt= J'exp [—ort+@(e,t)] - f(t) exp—gle, t)dt.
Tp Ty

I1 faut distinguer deux cas
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1. k <1, c'est-a-dire gr < p:=ps=0. En vertu de (6,10) nous aurons
Tx = T,. Nous allons considérer seulement les valeurs de t > T, Alors
— pr t est une fonction non décroissante. De méme, de la condition g, =0
il s’ensuit que les rapports

@&, 1) —@(ets)
t1 _tz

(ou t, == t;) sont non négatifs. Donc ¢ (e, t) est non décroissante. Par suite

— okt + @(e,t)

est une fonction non décroissante.

I1 résulte du Théoréeme de Bonnet (II Théoréme de la Moyenne
du Calcul Integral — voir de la Vallée Poussin, [17]t. 2,p. 1)
qu'il existe une constante &e(Ty,t), telle que

'Fr(t)=exp|—ert + 9(e,0)l- [If(t)lexp—g(e,1)dt

=k

En vertu de (3,17) nous obtenons
'F(t)| < M.exp|—ort + @(e,t)].

II. k>1. En tenant compte de (6,10) il faut poser T, =+oc. Or
(3,10) — (3,14) montre que pour or =51 >0, l'inégalité t, < t, implique

@le, t) —g(e,t) < os 1(t,—1t,) < orty—ort,
donc

—eorts+ @(e,t) - —ort, + (e t)
c’'est-a-dire la fonction — ort + @ (¢,t) est non croissante. Il s’ensuit du
Théoreme de B on n et qu'il existe une constante &xe(t, + co) telle
que

'Fr(t)= J' [£(t) exp— pptdt =

=—f exp |—ert + (e, t)| - [f(t) exp—g(e, t)dt =
4

t

=exp[—ert+olet)l - [If(t)exp—g(e t)dt
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ce qui donne
(7,2) 'Fr(t) < Mcexp|—ort + @l(e,t)]

c’est-a-dire la méme formule que dans le cas 1.
De (7,2) il résulte que l'intégrale généralisée

, :
f |f(t) exp—portdt
converge (k > 1). Donc les intégrales

t
'ff;(t)exp——gk(t)dt k>1, ig=nl sk.,n
4 oo
sont absolument convergentes.

8. Estimation des intégrales (suite). Dans ce paragraphe nous allons
déterminer quelques estimations dont nous n’aurons besoin que dans
le cas ou ps est la partie réelle d’au moins une valeur propre multiple.
Nous allons donc supposer que les inégalités fortes (3,11) et (3,12) sont
vérifiées.

Posons

t
(8,1) "Fr(t)= [exp|—ou(t) + (e, )] dt.
Ty

I1 faut distinguer 3 cas

I. 0x<<0. Alors Te =T, < t. En vertu de (3,11) et de I’égalité o, =0
la fonction ¢(e,t) est croissante. En applicant le Théoreme de Bonne't
on obtient

t ¢
|'Fe ()| = fexp loxt + @(e,t)| dt =expo(e,t)- fexp— ortdt=
fi £k
—— |I l
&, t) SXpTent S, exp ¢ (¢,t) [exp — (or t) —exp or e |

— Ok i

=expg(

exp|—ort+g(e,t)].

ok
II. px=0. Alors Ty =T, <_t. De (3,11) il s’ensuit que la fonction

—ﬂ;t‘{"(P(E,t)
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est non décroissante. Donc

t

'Fr(t)|= J expo (e, t)dt = Jexpl—ﬂ,t—}—q)(e t)-expf.tdt=
ﬂ !'J
!

=exp|— Bit+e(et)]- )‘ exp f. tdt =

—exp |— fut + ple,0) SPPL SRR L oo,y —

=iexr> [—ort+ @le,t)].

III. pr > 0 c’est-a-dire k > . Nous devons trouver une majorante de
Pexpression

(8,2) ‘Fk(t)]=f exp |—ort + @(e,t)] dt.

t

Nous utilisons encore une fois la condition (3,12). Il s’ensuit qu’il
existe un u. tel que

@ (e,t) < pe + yut
ce qui donne

—eort+ @le,t) << pe + (ye—gu) t.

Or y.<<os-1 - pr, donc l'intégrale (8,2) converge. De méme de (3,12) il
résulte que

- }’z t + @ (6’ t)
est une fonction non croissante. Nous avons donc

+oo

I'Fk(t)|=f exp | —ort+ (e, t)] dt =

-

=/ expl—y.t+ g0 exp|yt—ent|dt=
!

Er
=exp|—yet + ole, 1) j exp (y. — or) t dt =

exp(ye—or)t—exp(y.— o) éx _
Ok — Y¢ I

=exp |—y:t + @le, t)]

1
—— —exp|—ort + (e 1)
Ok — Y
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ou il faut poser exp — gr & =0 pour & = + oco.

Posons
1
- 9'1_ or<<0
(8,3) a i pour o 0
) (1 7 Or —
df ﬂ'
- 0, >0
Pk — Y&
a., croit quand & décroit (voir 3,15).
Alors nous aurons,
(8,4) P'Fr(t)| < aemexp|—oxt + @(e, )]

pour k quelconque.
9. Estimation de quelques intégrales multiples. La formule (8,1) dé-
finit 'Fr(t). Pour r =1 posons

Fr (t)= f r=1Fy (t)dt.

Tr

En répétant les raisonnements du paragraphe précédent nous obtenons
I’estimation

(9,1) |"Fr(t)] < a,exp |—oxt + ¢ (e. t)].

La formule (7,1) définit 'F(t). Pour r > 1 posons

| §

"Fr(t)= [ 'Fa(t)dt.

Tk
Or, en appliquant les formules (7,2), (8,3) et (8,4) nous aurons

' 3
f‘Fk(t)dtlfMa

Ty

|2Fx (t)| =

fexplert + g(e,t)] dt|=
T

= M. |'Fr ()| < ace Moexp [— os t + ¢ (e,1)].
Donc de (9,1) il s’ensuit que pour r Z>1 nous aurons

(9,2) |"Fr(t)] <|"7'Fx(t)] - Mc < a5 M. exp [— o0z (t) + ¢ (e, t)]
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10. Estimation de 2'. A l'aide des formules (5,5) et (9,2) nous allons
trouver une estimation des solutions de I'équation (6,2). Admettons 1’hy-
pothése (6,10). Posons, de plus

cxj = constante arbitraire k-1
(10,1) pour
crj =0 k>1.

Il s’ensuit que pour k >1
(10,2) pi(t)—0

Lemme 1. Pour chaque 7 >> 0 il existe un N, tel que pour t - T, et
pour k=1,2, ..,n lon ait

(10,3) |P¥(t)| export < Neyexpel(e,t).

N, est une fonction des cix. Si lim *cir =0, on peut déterminer les con-

[N o
stantes correspondantes N., (pour e, 7 constantes de maniére que
lim "N,,=0.

=

Démonstration du Lemme. En vertude (10,2) nous
aurons |p*(t)|=0 pour k=1 (c’'est-a-dire pour or=0). Si ox==0 et rp =1
alors p* (t) = const., donc |p*(t)| exp ox t = const.. D’autre part, la fonction
¢ (e, t) est non décroissante donc la borne inférieure de expg(e,t) est po-
sitive et il existe une constante Nﬁ'jl’ qui vérifie (10,3). Si r, > 1 alors en
vertu de (3,10) il existe un n. tel que

exp (@ + fet) < expele,t)

donc cette fonction sera une majorante du polynéme p*(t). Pour o, <0
le premier membre de (10,3) est borné, il existe donc un N:':{’ qui vé-
rifie (10,3).

En prenant N., egal au plus grand de tous les N"’j;’ nous trouverons
la constante exigée par notre lemme.

Etant donné que les coefficients de p*(t) sont des fonctions linéaires
homogénes des c;x, nous voyons que si Ney correspond a un ensemble de
constantes {c;.} vérifiant (10,3), Ney=26N., va veérifier (10,3) pour 'en-
semble des constantes {Ciz}, ol ¢ir = dcix. La démonstration du Lemme
est ainsi achevée. —
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Posons w (t) = f(t) dans la formule (5,5). Le Lemme 1 et les résultats
des paragraphes précédents fournissent l’estimation suivante de 2°(t)=
=x"(t)

» T 4
2°(t)| < E expgkt|b 2
J

k=1 fe=1

4
[ £(t) exp— pr tdt/
Ty

+Ip* (t)||

bM, \ vexpokt a/, lexp|—ort + @le t)] + vexpgk Pe(t)|

—

Rl | j=1 k 1

bM. R.expq (e, t) + pNeyexpo (e, t),
ol

£ AR
(10,4) Rer ¥ _\“uk ) Map

k=1 /=0 k=1 j=1
(R, croit quand & décroit — voir (8,3)). Donc

2"(t)| =|x"(t)] < [bM, R, + pN.y| exp g (e, t).
Posons
Ueq a7 an R. + pNu]

Nous aurons alors l'estimation
(10)5) |z0 (t)| « U“l QXP(P(S,t).
11. Un lemme auxiliaire. Soient deux vecteurs x(t) et x(t). Posons

h(t)=h(x(t),t)— h(x(t),t)

(11,1) .
gt)=g(x(t),t)—g(x(t),t)
et
p TRyt
H(t) = 2 E J ‘h(t)|exp— oxtdt/ |expoxt
k=1 ;=1 Ty
P Tk t
Gty)= V'V J|g (t)lexp— prtdt/ | exp o t.
-

J
Avec ces notations nous avons le Lemme suivant:
Lemme 2. Si, nous avons, pour t T,

(11,2) x(t)—x(t)| < dexpgl(e,t)
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alors
(11,3) |G(t) + H(t) <~ 2nR.dexpg(e,t).

Démonstration du Lemme. De (11,2) (3,3) et (6,8) il ré-
sulte que
()= h(x(t),t)—h(x(t),t) <z(@)|xt)—x ()| <ndexpp(e,t).

Les estimations du § 9 donnent

HERI |
H(t)|= V V | h(t)exp—prtdt/|exp ot
= 1; 1 17}

p Tk t
qdi E feXpl—ekt+<p(e,t)|dt’ ==

k= =1 |7}

p 'k
=nd ¥ N ajexpole,t)
R=' M=

c’est-a-dire que
|H(t) = ndR.expgp(et).

Des formules (11,2) et de (3,6) nous obtenons
g < g(x®),)—g(x®),t)] <y@®)|x®)—x®)| <dyt) expple,t)

Considérons t = T'y. Nous pouvons appliquer le Théoréme de Bon-
net. Avec les estimations du §9 et en vertu de I'hypothése (6,9) nous
aurons

t 1
[7@®expl—out+ple, 0] dv|
| Tk L

Jexp[—gkt+¢ & t)] l'jy(t dt}dt/ “

{
Jexp[—gkt—}-(p(s t)] dt/— ‘| < mal;7texpi—ert + @(e, t)].
Tk

De méme nous aurons

|G(t)| < \1 \ exp gx t
k =y )=

f[g (t) exp—gr tdt’/ | < nR.dexpo(e,t).
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Donc
\G(t) + H(t)| < |G(t)| + [H(t) < 2nR.dexpe(e,t).

12. Estimation de 2”(t). Considérons les équations (6,7) pour » 0.
Nous allons nous borner aux solutions (5,3) des équations (6,7) pour les-
quelles les valeurs de T, sont données par (6,10) et les constantes arbi-
traires cix sont nulles, c'est-a-dire p*(t)=0, k=1,2,...,p.

Posons dans (5,5) w (t) = A*(t) + g*(t). Nous aurons

gk |t
[2°(t)] <> M N exporte| [|h*(t)+ g (t) exp—ontdt/ .

k=1 j=1 | T

Nous disons que pour chaque ee(0,4) et chaque 7 >0 et pour tous
les » = 0 il existe alors des constantes Ui';l’ telles que

{12,1) |zv—1(t)| /Uf_"q’ exp g (e, t).
En effet:
1°. La formule (10,5) montre qu’il suffit de poser
U =U,y,.
2°. Supposons que UY) existe. Posons d=Ul, x=x""1 x=x""

et appliquons le Lemme 2:
|z (t)| 2R;nbU‘2‘2 exp g (e, t).
I1 en résulte que la constante U%’ ) existe et que

Uf""l = 2 ane U(v)

o °
Toutes les constantes Uﬁ'_’: existent et il est aisé de voir que
Us:,’= [2 ’I]bltg]"_1 Un].
Posons

Vw7 2nbRe.

Jusqu’a présent le nombre positif 5 était arbitraire. ¢(0, 4) étant fixée
nous pouvons choisir 7=, de maniére que V.,<<1, par exemple, il
suffit de poser

1
(12,2) Te — 'g'bRs.
Alors
2
V( df qu' i F .
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Etant donné que a., ne dépend pas du choix de # (voir (8,3)), la valeur
de R, (voir (10,4) ne dépend pas de 7 et cette définition ne meéne pas
a un cercle vicieux. Posons

(12,3) T (e) = Tn,.

En vertu de I'hypothése, suivant laquelle T, est le plus petit nombre
tel que pour t > Ty, les formules (6,8) et (6,9) soient satisfaites, T (&) est
une fonction de ¢ qui croit quand & décroit (c’est-a-dire que T (¢,) > T (e.)
si &, < &)

Posons encore

L.
(12,4) Ui ggUs, et Sigpi—y =3Ue.

La valeur de S. dépend seulement du choix de ¢ et des constantes cj
qui entrent dans la définitien de 2" (et vérifient (10,1)).

Nous avons donc
(12,5) [z (t)] <U.V’expegle,t).

Nous voyons que la série

N ()
pa—
v--0
peut étre majorée dans chaque intervalle fini <{T(¢),T) (o T = T (¢))
par une série géometrique. Elle converge donc presque uniformément et
absolument. Elle a donc comme somme une fonction continue x,(t). (Nous
écrivons Xx.(t) étant donné que sa construction dépend du choix de ¢).

Pour t = T (e) nous avons
|

En vertu de (12,4) nous avons pour t = T ()

l/jx

z"(t)l §|z"(t)| ) Ue V' exp g (e, t).
- 2 '

P

]

v

(12,6) [xe(t)| < Scexpo(et).
Donc le produit
(12,7) X (t)exp— o (&, t)

est uniformément borné sur {T,, + o).
13. Convergence de la suite x” (t). Il s’ensuit de (6,3) et de (6.4) que
lim x* (t) =lim [x° 4 (x' —x°) + -+ + (" —x"7 )| =
Yoo y—hoo
=1lim ¥ z¢()= ¥ z*(t) = x. (t).

- —
= p=0 v-0
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Donc la suite Xx*(t) converge presque uniformément vers X, (t) pour
(T (e), +0), c’est-a-dire converge uniformément dans chaque intervalle
‘T(e),T,. Il existe alors, pour chaque 4>0, un Ns tel que pour
te "T(e), T  lon ait

(13,1) |xv (t)— X (t)]| < O
pourvu que » = Nj.
I1 s’ensuit que

h(x’t)—h(x,,t)| z(t) x*— x| <54

La suite A(x”(t),t) converge presque uniformément.
Nous avons supposé que la fonction y(t) est continue. Elle est donc

bornée dans chaque intervalle (T (e), T >, c’est-a-dire il existe une con-
stante Gt telle que

0 y(t)<"Gr pour te{T(e),T).
I1 s’ensuit que, si la condition (13,1) est vérifiée, alors
g (x', t)—g(x.,t)| < pt)x"—x.]| < Gré.

La suite g (x* (t),t) converge presque uniformément.
La formule (6,1) donne

(13,2) x’()=Ax"+ h(x’ 1(t),t) + g(x*'(t), t) + f(2).

Les seconds membres étant des combinaisons linéaires des suites x* (t),
g (x*1(t), t), h (x""!(t),t) qui convergent presque uniformément, la suite
X’ (t) converge presque uniformément dans < T (¢), + o).
Nous pouvons _donc appliquer le théoréme sur la différentiation des
suites. Il s’ensuit que
x* (t) > x: (t)

presque uniformément dans (T (g), + ©0).

En méme temps nous avons démontré que les seconds membres de
(6,1) convergent presque uniformément au second membre de 1’équation
(3,1). La fonction x.(t) est donc une solution de (3,1).

14. Les solutions trouvées dépendent de m paramétres. Rappelons la
meéthode qui & permis de construire la solution x.(t) vérifiant la condition
(12,5). Nous avons trouvé une famille x°(t) de solutions de (6,1) pour
v=0, qui dépendent de ¢ et de m constantes arbitraires c,;, vérifiant la
condition (10,1). A différents ensembles de constantes correspondent évi-
demment différentes solutions x°(t). En partant de x°(t) et en appliquant
la méthode des approximations successives nous construisons x.(t). Nous
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allons désigner leur ensemble par W (e). Etant donné que les approxima-
tions successives étaient définies univoquement (dans (5,3) nous avons
posé les constantes arbitaires égales a 0) la valeur x,(t) dépend unique-
ment du choix de x'(t). Donc ¢ et les constantes c;, étant choisies, tous
les x” (t) sont déterminés univoquement.

Nous allons montrer que: 1° A différents ensembles des c;, vérifiant
(10,1) corerspondent des solutions différentes x,(t), 2° Nous obtenons ainsi
toutes les solutions x(t) de (3,1) pour lesquelles les produits

X (t)expg(e,t)

sont bornés. 3° La correspondance entre les ensembles des c;, (considérés
comme points de I’espace cartésien a m dimensions Rn.) et les valeurs
initiales des solutions x.(t) est continue.

La formule (5,3) appliquée a 1’équation (6,2) donne

P - "k t
2= 20 = ¥ Qexport: [0+ 3 BY (0110 exp—errav]
Ty

=1 j=1

ou, en vertu de nos hypothéses, T, est égale a + oo ou a T(e). Evidem-
ment dans cette formule les intégrales généralisées convergent absolu-
ment.

De méme pour resoudre l'équation (6,1) nous appliquons la formule
(5,3) et nous obtenons pour » > 0:

p . Tk t
()= N Qr(t)export-{ N BY [Qx(t) |k (1) + g" (1)] exp—gktdt/}.
k=1 Je=1 fk

Au paragraphe précédent nous avons démontré que la suite h (x* (t),t)
converge dans ¢ T (¢), + c0) presque uniformément vers h(x.(t),t). Or

\ h* (t)= h(x°t) + [h(x‘,t)—h(x",t)] -
P |
+h(x1,t) — h(xr2,8)] = h(x*1 (1), 1)
Donc la série

(14,1) N ()= h(x.(0),1)

=1
converge presque uniformément dans (T (e), + o). Vu (6,5) (6,3), (3,3)
et (12,5) cette convergence est absolue.
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De méme vu (6,6) la série

(142) N g (=g x(0),0
v=1

converge presque uniformément et absolument.
En tenant compte de (14,1) et de (14,2) et en employant le théoréme
sur l'intégration des séries nous obtenons

p
xo()= 3" Qut) lexport] x
(14,3) et

i t
x{pk )+ NBY [Qut) [h(x.(0)0) + gl (t),1) + F(1)] exp ektdt’}
Ty

J=1

On pourrait étre tenté d'obtenir I'équation intégrale (14,3) en partant directe-
ment de I’équation (3,1) a l'aide de la formule (5,3), (voir ci-dessous (15,3)). Mais
alors nous ne saurions pas si les polynémes p#(t) utilisés dans la premiére étape de
I'approximation de x,(t) sont les mémes que les polynomes qui figurent au second
membre de (14,3).

Soient deux systémes de constantes | ,ciz}, {.cix] vérifiant la condi-
tion (10,1). Supposons qu'ils soient différents, c’est-a-dire qu’il existe au
moins un couple i, k pour lequel ;c;. 7 isCjk. 1l s’ensuit (ce qui est aisé
a veérifier) qu’a ces deux systémes différents de constantes correspondent
deux systémes ,p/ et ,pf de polyndomes qui sont différents, c’est-a-dire
que pour un couple i, k au moins

(14,4) 1pf (t) .i4-'2pf (t).

11 leur correspond deux solutions ,x'(t) et .x"(t) de (6,2). Appliquons
notre méthode d’approximation succesive. Supposons que nous aboutis-
sions les deux fois 4 la méme solution x,(t) de (3,1). En posant

ka (t) == lpf (t)v kst | |Pﬁ] et -_»Pk (t) = ‘-_’Pf (t)) ey .Zpﬁ}
au lieu de p*(t) dans (14,3), nous obtenons deux équations intégrales qui
sont vérifiées par x,(t). En prenant leur différence nous obtenons
!
0= N Qu(t)exp ext [:p} (1) —pf ()] i=1,uyn
=0

Cette derniere égalité implique ,p* (t) — ,p* (t) == 0 (voir Kamke [3]
§ 100 et § 101), ce qui est en contradiction avec (14,4). Donc deux systémes



Propriétés asymptotiques des systemes d’équations différentielles ordinaires 47

différents de constantes ,c;; et ,c;. vérifiant (10,1) conduisent aux dif-
férentes solutions ,x.(t) et .x.(t).
Notre famille W (¢) de solutions x. dépend donc de m paramétres:

Ci1y o0y Clryy ooy €1y ooty Crry

Pour toutes ces solutions le produit (12,7) est borné.

15. Suite. Dans ce paragraphe nous allons démontrer que si pour une
solution de x(t) (3,1) le produit (12,7) est borné, c’est-a-dire si pour notre
valeur fixe de & il existe une constance s, telle que

(15,1) x(t) < s.expo(e, t)

alors cette solution appartient a la famille W (e).

Si x(t) est une solution de (3,1) elle est une solution de l’équation
linéaire
(15,2) x—Ax=h(x(t),t) + g(x(t),t) + f(t)

dont le second membre est égal a celui de (3,1), dans lequel on a posé
X =x(t). En appliquant la formule (5,3) nous obtenons

p
x()= N Qu(t)]export] X
(15;3) k=1

Tk t
,<|lp*(t) + Y BY [Qu (@, + gx(®,0+70)] exp— ortdv]

f==1
ou comme d’ordinaire (voir (6,10) et (12,3))

Tr =T (¢) k=1
pour
Tr= + o0 k>1

Vu (15,1) les intégrales généralisées convergent. Enfin les polynémes p*(t)
dépendent de n constantes c¢;x. Etant donné l'univocité de 1’équation li-
néaire a coefficients constants (15,2), ces constantes c;» sont déterminées
univoquement.
Soit x.(t) la solution de (3,1) qu’on obtient par la méthode des appro-
Ximations successives en partant des constantes
Cik = Cik k<1
pour
cir=20 k>1

Elle appartient donc a la famille W (e).
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Prenons la différence de (14,3) et de (15,3)
) X, (t) —x )=y, (t) + ya(t)
ou

14

1
(154  gi@®= N Q®Ip ) —p* M) export— N Qu(t)p"(t)export

k1 k=T+1
- P c Tk t -
h0= N QuWyexport-| N BY [Qi()|h(t) + g(t)] exp—ortar]|
k-;-{ I-/'_:l fk I

ou h(t) et g(t) sont données par les formules (11,1) pour x (t) = x,(t).
Les formules (12,6) et (15,1) fournissent

(15,5) |xe(t) —x ()] |x. () + 'x(t)] < (Se + se) exp (e, t)

Remarquons que | B¥|<_b et Qr(t)|< 1. En vertu du Lemme 2 et de
(12,2) nous avons

Ya(t) - 29:(Se +se)bR.expop(e, t) = -

g (St t+s)expo(e,t).

Donc
|l (0] =[x (8) — x(t) — g, (t)] < |xe (8)] + [x(t)] + (g2 ()]
<" 2(Se + s ) expo (e, t).
Or il s’ensuit que pour k =1, nous avons 5" (t)=0. (Dans le cas con-
traire (15,4) ne pourrait étre majorée par 2(S. + s.)exp¢ (e, t)). Donc
cx=0 pour k=1+1,..,p
On peut donc poser
pE(t) = p(t) pour k=1,..p
et x (t) vérifie I’équation intégrale (14,3) pour le méme systéme de con-
stantes que X.(t). Mais si deux fonction x. et x vérifient (14,3) pour le
méme systéme de constantes cj, elles sont égales (c’est-a-dire si I'on fixe
les constantes c;i, la solution de 1'équation intégrale (14,3) est déterminée
univoquement dans la classe des fonctions pour lesquelles le produit
(12,7) est borné).

En effect si x. et x verifient (14,3), on voit en appliquant le Lemme
2 »-fois a (15,5) et en tenant compte de (12,2), que

X () — %] < (%) (S. + s:) exp o (e, 1) pour »=1,2,..

donc
X () —x(t) =0.
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Nous avons démontré que Xx.(t)=x(t) et que la solution x(t) appar-
tient 4 la famille W(e).

16. Continuité de la correspondance entre les ¢ et les x.(f). Aux
paragraphes prcédents nous avons démontré que la correspondance en-
tre I'’ensemble des systémes de m constantes c;;. vérifiant (10,1) et la fa-
mille des solutions de (3,1) pour lesquelles le produit (12,7) est borné —
est biunivoque. Nous avons démontré de plus que cette famille est
égale a W (e).

Soit un systéme c;, de constantes qui vérifient la condition (10,1). Il
lui correspond une solution Xx(t)= |x,(t),..., . (t)] appartenant a W (e).
Soit @ (cix,T:) le point d’intersection de la solution x(t) et de I'hyperplan
t=T (ou T ~ T(e)), c'est-a-dire que

q (Cix, o5 8) a5 !xl (T)9 vy Zn (T), T}'

Nous allons démontrer que g (ci, T,¢) est une fonction continue des cjy.
Soit une suite de constantes

(16,1) YCik = Cin

qui vérifient (10,1). Désignons par *p* et p* les polyndomes et par *x(t), x (t)
les solutions qui leur correspondent respectivement. Ces solutions appar-
tiennent évidemment a la famille W (e) et verifient la condition (12,6)
avec des constantes S:. que nous allons désigner par *S. et S;.

Donc

P () —x (V) < [*x ()] + [x(t)] < (S + Se) expep (e, b).

I1 existe donc un nombre fini

(16)2) '.éa a}' <§_(u)p l’vx(t)_}(t)l exp_(p(sy t)
te g), + oo

La différence “p*— p* est aussi un polynéme (-vecteur) de degré
au plus 7, — 1, dont les coefficients sont des fonctions linéaires et homo-
génes des différences *c;x—c. Nous pouvons appliquer le Lemme 1. De
(16,1) nous déduisons qu'il existe une suite de constantes pN;, ;'le telle
que

P =
(16,3) N p*(t) — p*(t) export < "L expelet)
=
et
(16,4) : lim *l, = 0.
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Or *x et x vérifient évidemment (14,3), donc

P -
v (t) — x(t) = _‘: Qe (1) |*p* () — p* ()] expor t +
k=1

t

P "k
P Nawl N B [ pne gl Qk(t)exp—oktdt’}exwkt

i

k=1 Y= Ty

*h(t)= h("x(t),t)— h(x(t),t)
‘g(t)=g(x(t),t)—g(x(t)t)

Appliquons le Lemme 2. Vu (16,2) et (16,3) nous avons
. 2
w(t)—x(t) < [l + 58] expo(e, t).

En comparant ce résultat avec (16,2) nous voyons que
2 J [
l. + 3 4, > Y6, > 0.
C’est-a-dire que
3 > v, > 0.

Vu (16,4) nous avons lim *d, = 0.

T

Or, (16,2) entraine

[*x (t) — x (t)| < *6c exp g (e, t)
donc
lim *x (t) = x(t)

(et cette limite est presque uniforme). En particulier, pour tout T fini,

lim q (*cix, T, €) = q (Cir, T, €).
v —doco
17. La structure de W(e). Nous avons donc démontré qu'’il existe une
correspondance continue et biunivoque entre 1’ensemble des points d’in-
tersection de I'hyperplan t = T et des éléments de la famille W (¢) d’une
part, et I’ensemble des systémes c;; vérifiant la condition (10,1) considéré
comme espace cartésien a m dimensions R» de I’autre. Ces deux ensembles
sont donc homéomorphes.
Il est bien connu que les solutions de (3,1) dépendent d’'une maniére
continue des valeurs initiales. Etant donné ’'univocité de cette 1’équation
on voit que pour chaque Te { T,,+ co) 'ensemble Z des intersections de
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I'hyperplan t = T et des éléments de la famille W (¢) est homéomorphe
avec Rp.

Nous disons que I’ensemble Z est égal a sa derivée Z’. L’inclusion Z(_ Z'’
étant évidente, il suffit de démontrer que Z' (" Z.

Soit x e W (¢) ou e¢(0, 4). Donc x vérifie (12,6) avec une constante S;.
Supposons qu’a x correspond un systéme c;, de constantes (il vérifie (10,1)).
Supposons T fixe et posons

(17,1) Y= E Q« (T) p*(T)exp ox T
k=1

ou p* sont construits a 'aide de ces constantes c;;. (17,1) étant une solu-
tion générale de I’équation g = Ay dans laquelle on a posé t =T et
n — m constantes arbitraires égales a zéro, elle réprésente (parameétrique-
ment) un hyperplan a m dimensions plongé dans I’hyperplan t = T.

De (10,5) et de (12,4) il suit que |y| < S.expeg (e, T). Donc

(17,2) |x(T)—y| <2S.expel(e,T)
Remarquons qu’a l'aide du Lemme 2 on peut méme montrer que
X(T)—y|< Scexpo(T,¢).

Supposons que l'inclusion Z'(_ Z n'a pas lieu. Il existe alors une suite
de points *q¢ Z, telle que *¢ —> @ ¢ Z. A chaque *q correspond un systéme
*cie verifiant (10,1) et tel que *q = q (*cik, T,¢). A l'aide de ces *ci nous
pouvons construire une solution *x et une expression *y donnée par
(17,1). Etant donné que *x(T)=*q ¢Z nous avons *xeW (¢).

Z est une image homéomorphe de Rn donc.S"‘c.-g — + o0o. En effet,
ik
dans le cas contraire des suites ‘cix on peut extraire des sous-suites *ucik

qui convergent a cfx. Vu la continuité de la correspondance des systémes
Cix et des points Q¢ Z, nous avons
]lm "/'q =q (crky T) 6)
jit =y o=
Cest-a-dire que g (cfx,T,e)==q&eZ, ce qui est impossible, étant donné qu’a
¢l correspond une solution de la famille W (¢).
De (17,1) il s’ensuit que si 3'|’c,|— + co, alors [*g|— + oo nous
ik

voyons que |*x (T)| — + co. C’est-a-dire que *q sera une suite divergente,
ce qui est en contradiction avec nos suppositions. Ainsi nous avons dé-
Mmontré que Z'( 2.
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18. W(e) ne dépend pas de . Supposons que 0 << &, <~ g, -~ 4. T étant
la plus petite valeur de T pour laquelle est vérifiée (6,8) et (6,9) il s’ensuit
que R, > R, et T(e) > T(e,) — voir § 10 et § 12.

Or

glen,t)  @les,t).

donc W(e,)(_ W(e,). En effet, si une solution est majorée par S, exp ¢(e,,t),
elle ’est d’autant plus par S, exp ¢(e,,t).

Soit T = T (¢,) et désignons par Z; l'intersection de 1I'hyperplan t=T
et de la somme de la famille W (s)). Evidemment Z,( Z,. Nous allons
démontrer que Z, = 2Z,.

Admettons que Z, = Z,, c’est-a-dire que Z = Z, — Z, 5= 0. Nous avons
donc Z£0+£2,, Z-Z, = 0. Les ensembles Z, étant des images homéo-
morphes de R,,, Z, est ouvert dans Z,. Donc Z'-Z, = (Z,— Z,)"-Z, = 0.
Du précédent paragraphe il s’ensuit que Z, = Z’;, donc

0= (B e ZR= 2N,

Nous avons démontré que les ensembles Z et Z, sont séparés. Mais il
s’ensuit que Z, = Z + Z, n’est pas connexe. Vu que Z, est homéomorphe
avec R,, cette assertion est fausse. Donc Z =0 et Z, = Z,.

L'univocité de I'équation (3,1) entraine W (¢,)=W (e,) pour tout ¢, (0, 4).
C’est-a-dire que les ensembles W (¢) sont les mémes pour tous les e ¢ (0, A)
—on peut les désigner par W.

De plus nous avons démontré que: 1° L'ensemble Z égal a l'intersection de I'hy-
perplan t = T et de la somme de la famille W, est une image homéomorphe de R,
2° 11 existe un hyperplan a m dimensions ayant la propriété suivante: pour chaque
point p lui appartenant, il existe un point @ € Z au moins, tel que la distance pgq

soit plus petite que S,exp ¢ (e, T) et inversement, 3° L'ensemble Z ne possédes des
»frontiéres (,,d‘arétes*) qu'a l’infini.

19. Remarques terminales. Nous avons démontré qu'il existe une fa-
mille W & m parameétres exactement de solutions de (3,1), telle que si
xeW et ee(0, ) alors il existe une constante S, et un nombre T (¢) > T,
pour lesquelles

|x (t)]| < S. exp ¢(e,t)

si t =T (&). Or les solutions saturées de (3,1) sont définies dans (T,, + o0)
(voir § 4), donc elles sont bornées dans chaque intervalle fini < T,, T (¢) > .
Nous voyons que pour chaque x ¢ W et chaque e¢(0, 4) il existe une con-
stante S, telle que

(19,1) |2 (t)] < S.expgle,t)
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pour tout t == T,. Ainsi nous avons démontré le Théoréme A dans le cas
particulier g;=20.
11 s’ensuit de (19,1) que pour t =T,
&
X(t)| < S2 exp (/7(7 . t)

c’est-a-dire que

(19,2) 0 < |x(t) exp—elet) S,gexpltp(—;—,t) - -(p(s,t)]

Supposons que la fonction ¢(e,t) soit une fonction de forte comparaison
du systéme (3,1) et de rang m, c’est-a-dire qu’elle vérifie pour tout
ee (0, A) vérifie la condition (3,16). Alors de (19,2) il résulte que pour cha-
que e¢(0, 1)

lim | x (t) exp — (e, t) =0

[

Nous avons donc démontré le Théoréeme B dans le cas particulier g;=0.

20. Cas général. Nous allons écarter maintenant la suppositiongs =0.
Supposons que le systeme (3,1) vérifie les hypothéses du Théoréme A ou
bien celles du Théoréme B. Considérons la transformation biunivoque

(20,1) X =y exp ost

Le systéme (3,1) se transformera en

(20,2) y—|A—E os|y=|h(yexpost,t)+ g (yexp ost,t) + f(t)exp— o5t
et I’équation séculaire (2,1) prendra la forme

(20,3) Det |4 — E(os+ 4)] =0

Posons
A A—Eos

h(y,t) . h(yexpost,t)exp— ost
9(y,t) ;79 (gexpost,tiexp o5t
[(t)=7 f(t)exp — ost
g (e, g e, t)— ost

ﬂ:=ﬂn—7_)s ;:=}’¢—-és
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(20,2) deviendra
(20,4) i—Ay=hw. )+ g0+ 0
Vu (20,3) son équation séculaire

Det[A—Ei| =0

aura comme racines les nombres

Ai=Ai— os pour i=1,2,..,p

Evidemment la partie réelle de 4; est égale & pf = o0, — o5 et il est o% = 0.
Nous avons

oo !
J f(t)exp—g@ (e, t)dt = |f(t exp—os-exp [ost— g (e, t)| dt =
s

7,
t

= ’-f(t)GXP—tp(e,t)dr M,

ro
h(0,t)=h(0,t)=0, g0,t)=g(0,t)=0
|h(y,t) —h(y,t)| =expost-h(yexpo.t,t)—h(yexp ost,t)|
<exp— osty(t):|yexpost—yexp ost|=yx(t) y—y

De méme
g (g, t)—gy,t) < y(t) y—y
Supposons que les conditions (3,10), (3,13) et (3,14) soient vérifiées,
c’est-a-dire que '
- (]J(E, tl) - <P(€, t'.’) )

s t1 '—t._, Os .1
Alors
: ¢(9;t1) + éstl_QJ(e,tg)— 05ty —
Os+1
t—t,
donc

@ — gle, t,
0:_9\: e (P(E, tl) 2(6) 2.) ) Q:+1
=1

De méme si les conditions (3,10), (3,11) et (3,12) sont vérifiées.

0=9:(—ﬂg (!r{el t:}:‘tp(eytg) .?‘ - 9: .
1 2
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On voit que l’équation (20,4) vérifié toutes les hypothéses qui sont
vérifiées par l'équation (3,1) dans le Théoréme A ou dans Théoréme B
respectivement et nous avons pour elle gf = 0. Ce cas a été resolu précé-
demment. Nous avons notamment démontré qu’il existe alors une fa-
mille & m paramétres exactement de solutions pour lesquelles le produit

4 (t)exp — ¢ (¢, 1)

est borné, ou si la fonction ¢ (e,t) est une fonction de forte comparaison
on a

lim y (t)exp — (e, t) =0
{ 5o

En retournant au systéme (3,1) par la transformation
Yy =Xexp— ost

inverse de (20,1), nous obtenons les Théoréeme A et B respectivement.
Ceci achéve notre démonstration.

CHAPITRE III. GENERALISATIONS ET APPLIQUATIONS
21. Généralisations

A. On peut admettre la condition (3,13) ou la condition (3,14) non
seulement quand o, ou o¢s:1 respectivement, est la partie réelle des valeurs
propres de simple multiplicité, mais aussi quand aux valeurs propres de
partie réelle o5 ou o, 1 correspondent des diviseurs élémentaires linéaires
(c’est-a-dire de rang 1).

La démonstration de cette généralisation est trés simple. Si nous con-
sidérons les diviseurs élémentaires de la matrice A et convenons que 7y
soit non pas l’ordre de la valeur propre iz, mais le rang du diviseur élé-
mentaire (1 — 4x)"%, (nous ne supposons plus que toutes les A, soient diffé-
rentes) alors les formules (5,3) et (5,5) restent vraies. (Voir Pietr o w-
ski [11], Schlesinger [13Joubien Tatarkiewicz [16]).
La démonstration est la méme qu’au paragraphe 5, étant donné que dans
la matrice K de la formule (5,2) a chaque diviseur élémentaire (A — 4z)"*
correspond un groupe de 7, équations contenant exactement une équation
avec une variable dépendante x;.

Si les diviseurs élémentaires qui correspondent a 4; de partie réelle g,
sont tous de rang 1, (ils peuvent étre en nombre plus grand que 1) alors o;
n'entre pas sous le signe des intégrales multiples (j>>1) de (5,3) et I'hy-
pothése (3,13) suffira pour etablir les majorations du Chapitre II. De
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meéme si les diviseurs élémentaires qui correspondant a 4, de partie réelle
os sont tous de rang 1, alors I’hypothése (3,14) suffira pour établir les ma-
jorations du méme chapitre.

B. On peut évidemment envisager I’équation presque linéaire non ho-
mogeéne a coefficients presque constants (voir Tatarkiewicz [15]).

_ x—A@M)x=h(x,t) + g (xt) + f(t)
Or, il suffit de poser

g.(x,t) + hy(x,t)=|A(t) — A| x
et

h(x, t)=hl (‘r) t) + h‘.‘(x: t) g(x: t)= gl (x1 t) + g. (x)t)

(ou A est une matrice constante et g, et h, sont choisis convenablement)
pour la ramener a I'équation (3,1). Pour plus de détails voir § 22 et § 24.

C. Quelques auteurs (par exemple Bellmann [1]) ont étudié des sy-
stémes dont les seconds membres dépendent de x

(21,1) x—Ax - g(x, x,t)+ h(x, x,t) + f(t)

L’étude des propriétés de ces systemes est beucoup plus compliquée
que celle du systéme (3,1). Si I’'on admet une }}ypothése trés forte, a savoir
(21,2)  h(0,0,t)=0, h(x,x,t)—h(x, x,t) <y |x—x

(21,3)  g(0,0,t)=0, g(x,x,t) g(xxt y(®)|x—x

et x(t) vérifie la condition (3,4) et 9 (t) la condition (3,7), alors les raison-
nements des paragraphes 5—13 ne changeront pas. (Les conditions (21,2)
et (21,3) assureront la convergence de la suite (13,2). Mais, étant donné que
(21,1) est un systéme implicite, il y a quelques difficultés a vaincre aux
paragraphes 14—18.)

Le systéme (21,1) ne semble pas avoir d’importantes appliquations.
L’énoncé Théorémes A et B est suffisamment compliqué et la démon-
stration (§ 4 — §20!) est suffisamment longue pour ne pas s’occuper de plus
prés des systémes (21,1) ne vérifiant pas les conditions (21,2) et (21,3).

D. Nos estimations numériques ne sont pas les meilleures possibles
(en particulier la valeur S. peut étre plus petite que (12,4)). Dans le cas
ou l'on voudrait arriver a des estimations numeériques meilleures il
faudrait modifier quelquesuns des calculs de paragraphes 5—12. Parti-
culiérement la constante b (voir 5,4)) peut étre remplacée par une con-
stante plus petite (I’emploi directe des matrices B'* — qui sont faciles
a calculer — est le preférable).
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22. Théoréme de Perron. Les Théorémes A et B sont trés généraux,
mais en revanche leurs énoncés sont bien compliqués. Il est intéressant
d’en deduire des théorémes d’'une moindre portée, mais dont 1’énoncé est
beaucoup plus simple.

Supposons que les valeurs propres de A de partie réelle nulle soient
simples. Alors la fonction ¢(¢,t)=const. est une fonction de comparaison.
(Elle n’est pas une fonction de forte comparaison!)

Alors la condition (3,17) étant remplie, cela signifie simplement que:
I'intégrale

[ F() dt

T
converge. Supposons qu'il existe une matrice constante A4 telle que
(22,1) | At — Alde

To

converge. (Si elle existe elle est définie univoqument).
Remarquons que la fonction

g(x,t)=1]A4(t)— A| x

veérifie les hypothéses du Théoréme B (voir § 21 B). En effet posons
y(t)= A@t)— A4l
Alors
g, ) —gle,t)=[|A@M) — Al x— [A()— A] x| =
=/|lAt)—A][x—x]|[<AW—Ajxr—xI=y@t) x —x
ou en vertu de (22,1), y (t) vérifie (3,7). De plus
g(0,1)=[A(t) —A]0=0.

Admettons h(x,t)=0. Le Théoréme A nous donne alors le théoréme
suivant:

Théoréme C. Soit un systéme
(22,2) x=A(t)x + f(t).

Supposons qu’il existe une matrice constante A telle que les intégrales

II;I|A(t)—A|dt, flf(t)‘dt
. 7

T.
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convergent. Soit m le nombre des racines, multiplicité compté, de 'équa-
tion séculaire

(22,3) Det [A—A1E| =0

qui ont unc partie réelle << 0. Supposons que les racines de (22,3) ayant
la partie réelle égale a zéro, sont simples.

Alors il existe une famille a m parameétres de solutions de (22,2) qui
sont bornées. Les solutions n’appartenant pas d cette famille ne sont pas
bornées.

Il est évident que ce Théoréme reste vrai si l'on perturbe le second
membre de (22,2) par une fonction g(x,t)qui vérifie les mémes hypothéses
qu’au § 3, c’est-a-dire (3,5), (3,6) et (3,7). (Mais h(x,t) doit rester égale a 0).
On pourrait aussi exiger, non pas que les valeurs propres de A de partie
réelle nulle soient simples, mais que les diviseurs élémentaires qui corres-
pondent a ces valeurs propres, soient de rang 1 (voir § 21A).

Ce Théoréme généralise un résultatde O. Perron [7]. R. Bell-
mann [1] en donne d’autres généralisations.

23. Un systéme d’équations non linéaires. Une matrice qui n’est com-
posée que de zéros a comme valeurs propres des zéros et tous ses divi-
seurs élémentaires sont de rang 1. En appliquant la généralisation du
Théoréme A donné au § 20 A nous aurons le

Théoréme D. Soit un systéme d’équations
(23,1) x=g(x,1
tel que

g(x,t)”‘g(x»t) )’(t)|x-x‘
et ou les intégrales

[lg@nid, [ y@adt
To

T,
convergent.
Alors toutes les solutions de (23,1) sont bornées.

24. Théoréme de Peyovitch. Remarquons que la fonction linéaire
ple,t)=1(o0 + &)t

ou e€(0,4) est une fonction de forte comparaison, pourvu que 4 >0
soit assez petit. (En effet, si nous supposons que o5 < o << ps41 il suffit de
poser 4 =o0s.1—0, Begz o + e57ve).
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Supposons que la fonction f(t) vérifie pour chaque ¢>0 la con-
dition

(24,1) lim f(t)jexp— (o0 + )t =0.

t don

Nous allons démontrer qu’elle va satisfaire alors a la condition (3,17).
En effet si (24,1) est vérifiée pour chaque ¢ =0, alors, il existe pour
chaque ¢ >0, un N. tel que pour te {T,, + c0)

f(t)iexp—(g-f- ; ’!-' N,

donc

: |[f(H) exp— (0 + &)tdt << N, - | exp—”dt= 2N, exp — - T, @ Me.
;', 7 2 '3 2

La condition (3,17) se trouve ainsi vérifiée.

Soit A(t) une matrice définie et continue pour te {(T,, + oo) et telle
que
(24,2) lim A () =4

oo

ou A est une matrice constante. (C’est-a-dire que A(t)= |ax(t)], A =|ai|
et lim aix (t) =aix pour i, k=1,..,n).

Posons

|A(t) —Alx=h(x,t) et g(x,t)=0.

De méme qu’au paragraphe 22 on voit que les hypothéses du* Théoréme B
sont vérifiées et 'on a

Théoréme E. Soit un systéme

(24,3) x=A()x + f(t)
Supposons que
lim A(t)= A4
l-»
et
lim f(t) exp—(o +¢&)t=0
{—>oa
pour chaque ¢>> 0. Soit m le nombre des racines (en comptant leur mu-
tiplicité) de 'équation séculaire

Det |[A—AE| =0

dont la partie réelle est = p.
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Alors il existe une famille @ m paramétres de solutions de (24,3), qui
vérifient la condition

(24,4) lim x(t)|exp— (o + e)t=0

pour chaque ¢ > 0. Il existe un g, 0 tel que les solutions qui n’appar-
tiennent pas a cette famille ne vérifient pas (24,4) pour & <<e,.

Il est évident que si 'on perturbe le second membre de (24,3) par des
fonctions non linéaires h(x,t), g(x,t) vérifiant les mémes conditions
qu’au § 3 (c’est-a-dire les conditions (3,2) — (3,7)), alors le Théoréme E
restera vrai (il existe alors une famille 8 m parameétre de solutions de
(24,3) qui veérifient (24,4) pour tout £ = 0).

Le Théoréme E a été énonce (uniquement pour les systémes linéaires
(24,3)) par T. Peyovitch [9], dailleurs d'une maniére fort impré-
cise. L’analyse de sa démonstration semble indiquer qu'il a démontré (en
laissant des lacunes) un théoréme plus faible, 4 savoir que sous les hypo-
théses de notre Théoréme E il existe pour chaque & > 0 une famille W (&)
d m parametres de solutions qui vérifient (24,4).

25. Rang des solutions fondamentales. Introduisons la définition
suivante:

Définition. Nous disons que la fonction (la fonction-vecteur) f (t) est
de rang p si pour chaque ¢>0

lim f(t) exp — (0o +&)t=0
1Yo

lim f(t) exp—(¢—e)t=+o0
t—o

Il est bien connu que pour chaque f(t) ce rang existe — fini ou non —
et qu'il est défini univoquement. (Voir Picard ([10], t. III, p. 383).
Soit un systéme

(25,1) x—Ax=h(x,t)+ g(x,t)

Supposons que les conditions (3,2) — (3,7) soient vérifiées. Etant donné
qu’ici f(t) =0, nous pouvons admettre dans le Théoréme B un nombre
quelconque pour p. Soient o, les différentes parties réelles des valeurs
propres de 4 (voir (3,9)). Supposons qu'il existe m; valeurs propres de A4,
multiplicité compté, telles que leur partie réelle est or (k=1,..,q).

Evidemment

m,+m.+---My=n
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Admettons pour g un nombre quelconque <<y,. En appliquant le Théo-
réme B et les résultats du § 20, nous sommes assurés qu'il existe une fa-
mille W, a 0 paramétres de solution (c’est-a-dire contenant un seul élé-
ment, a savoir x(t)= 0) et telle que, pour xe¢ W, et pour ¢ >0, l'on ait

(25,2) lim |x (t)|exp— (o +e)t=0

Cette solution est donc de rang — oo. L’ensemble des intersections de
I'hyperplan t = T, et des solutions appartenant a W, est une image ho-
méomorphe de R,= {0}.

Les autres solutions ne vérifient pas la condition (25,2) pour & =0
assez petit et elles ont un rang > — oc.

Prenons p=p,. En appliquant le Théoréme B et les résultats du § 20,
nous sommes assurés qu'il existe une famille W, a m, paramétres de solu-
tions telles que, si xeW, et e >0

(25,3) lim|(t)|exp— (o +e)t=0
{9 ox

Si xeW,—W,, alors (25,2) n’est pas vérifiée et il est facile de voir
que pour tout & > 0(etp < g,)

(25,4) lim ' 'x (t) exp— (o —¢) t = + oo
. t —»oc

Donc les solutions appartenant a W,—W, sont de rang o, .

L’'ensemble des intersections de I'hyperplan t = T, et des solutions
appartenant & W, est une image homéomorphe de R,, donc les solutions
appartenant a cette famille sont de la forme

x=Xx,(t;c1,....,Cm,)

ou x,(t; c,,...,cm,) est une fonction continue de m, parameétres indépendants

Cy,y s Cmy telles que Z‘ c; > 0. (Remarquons que x,(t; 0, ...,0) = 0eW,).
=1
En répétant ce raisonnement nous obtenons le théoréme suivant
Théoréeme F. Soit 'équation (25,1) vérifiant les suppositions (3,2) — (3,7).
Alors il existe une fonction continue de m + 1 variables

(25,5) X =Xx(t;Cy,...yCn)

telle que

1° (25,5) est la solution générale de (25,1) (c’est-a-dire pour chaque
n-tuple ¢, ..., ¢, de nombres réels (25,5) est une solution de (25,1) et in-
versement).
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2° Si

2 2 R,
C"‘k—l"’l r cmp‘,__j- b ] + + cmk 0
alors toutes les fonctions
x=x(t;cy,...,Cmy, 0,...,0)

considérées comme fonctions de t sont de rang p;
Vu le § 22 et le § 24, du Théoréme F s’ensuit
Théoreme G. Soit une équation différentielle linéaire

(25,6) x—A(t)x

Supposons que A(t)= A, (t) + A,(t) et qu’il existe deux matrices
constantes A,, A, telles que

limA, (t)=A4, et J!' |A,(t)— A, dt converge.

t->
= T

(C’est-a-dire que (25,6) est un systéme d’équations linéaires homogénes
a coefficients presque constants). Posons 4 — A, + A,.

Soit 9, <<, <<...<<pg lU'ensemble des différentes parties réelles des
valeurs propres de la matrice A. Supposons que m; valeurs propres, mul-
tiplicité compté, ont comme partie réelle le nombre gg.

Alors U’équation (25,6) posséde un systéme fondamental de solutions
xV (), ..., x (¢)

qui contient exactement  m; solutions de rang or pour k =1, ...q.
En plus, toute solution

Tk
y x(’) (t

telle que
cfnk_l 1t cfn,,_l st +cfnk>0
est de rang o .
C’est-a-dire que sous nos suppositions, ’équation (25,6) admet un sy-
stéme fondamental normal (au sens de L apouno ff) de solutions,
(voir Niemyckij—Stiepanow [6], p. 188).

La généralisation des Théorémes F et G aux systémes non homogénes
(3,1) et (24,3) est évidente.
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Streszczenie

1. Praca niniejsza ma na celu podanie warunkéw dostategznych na
to, by dla rozwigzan x; (t) ukladéow rownan rézniczkowych nieliniowych,
niemal liniowych, niejednorodnych (o stalych wspéczynnikach) iloczyny

x;(t) exp — @ (e, t)
byly ograniczone lub zmierzaty do zera.

Obierajagc odpowiednio szczegélne funkcje za ¢(e,t) — na przyktad
¢(e,t) =const. lub ¢(e,t) =(o + e)t — mozna otrzyma¢ stad warunki
(uogélniajace znane oddawna warunki dla réwnan liniowych), ktére po-
ciggajg za soba ograniczonos¢ rozwigzan lub pozwalajg wnosi¢ o rzedzie
ich wzrostu.

2. Bedziemy oznacza¢ tlustymi matymi literami wektory (np. x =
={xy, ..., Tn}, F(t)={f,(1), ..., a(t)] etc.),zas duzymi ttustymi macierze (np.
A =|air] etc.). W iloczynie Ax traktujemy x jako macierz jednokolum-
nowg. Wreszcie )

n
| x| 2 | e
k=1

3. Wezmy pod rozwage réwnanie rézniczkowe wektorowe zwyczajne,
o jednej niewiadomej funkeji wektorowej x (to znaczy, uklad n réwnan
rozniczkowych zwyczajnych o n niewiadomych funkcjach x, .., x,):

x— Ax=h(x,t) + g(x,t) + f(t) (1)

gdzie A jest macierzg stala, zas h(x,t),g(x,t),f(t) sa funkcjami wekto-
rowymi okreslonymi i ciggtymi dla wszystkich wektoréw x i wszystkich
liczb t = T,. Zatézmy ze

_h(0,t)= 0, g(0,t)=0.

Przypusémy ponadto, ze istnieja funkcje x(t), y(t) okreslone i ciggle
dlat =T, i takie, ze dla kazdej pary wektoréow x,x i wszystkich t = T,:

h(x,t)—h(x,t)] <zt x—x
przyczym
lim y(t)=0

{-»oa
oraz .
gix,t)—g(x,t) <yt))xr—x
przyczym caltka

[ y@ar

T,

jest zbiezna.
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Wezmy pod rozwage réwnanie wiekowe
Det |4 —AE| =0.

Rozwazmy zbiér uporzadkowany wszystkich réznych czesci rzeczywistych
jego pierwiastkéw (to znaczy wartosci wlasnych macierzy A):

0 <=0<:++<< 0q

(Oczywiscie q < n.) Niech p, bedzie dowolna liczbg rzeczywista < o,, oraz
niech gy 1 = + co.

Definicja. Funkcje ¢(e,t) nazywamy funkcjq poréwnawczq rzedu m
uktadu (1), jesli:

a) Funkcja ¢(e,t) jest okreslona i cigglta w zbiorze (0, A) ¥ { T,, + 00),
gdzie A4 0.

b) Funkcja ¢(e,t) jest stabo rosngca wzgledem e, to jest 0 < ¢,

&, A pocigga za sobq

‘P(el ) < @ (€., t)
dla kazdego te {(T,, + co).
c) Istnieje takie s (s = 0,1, ..., q), 2e macierz A posiada doktadnie m
warto$ci wtasnych (liczqc krotnosci) o czesciach rzeczywistych < o;.
d) Dla kazdego e¢€(0,A) istniejq dwie state S i y. takie, ze dla kaz-
dej pary t, 54 t,, t; =Ty
o glet) —glets)
P - —t,—— ty Ve
przyczym )

05 < B (2)
Y << Os 1.

Jesli h(x,t)==0 i ponadto albo s = 0 albo o5 jest czesciq rzeczywistq
wylacznie pojedynczych wartosci wlasnych macierzy A, to wtedy zamiast
(2) mozna przyjac

Os ﬁl

e) Jesli & &, to B, < ﬁ,' i Vi, < Va,-
Definicja. Funkcje porownawczq rzedu m uktadu (1) nazywamy funk-
cja mocno poréwnawczq rzedu m ukladu (1) jesli

o

lim[tp(e,t)—q)(%,t)]=0
dla kazdego e¢€(0, A).

5
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Przypusémy, ze dla kazdego ee€(0,4) istnieje M, takie, ze
t
| f(t) exp— ¢ (e, t)dt - M,.
#

Jak zwykle, rodzine rozwiagzan ukiadu (1) nazwiemy rodzing m para-
metrowq, jesli zbiér przecie¢ jej elementow i kazdej hiperplaszczyzny
t =T>=T, jest obrazem homeomorficznym (tj. wzajemnie jednoznacz-
nymi i cigglymi) przestrzen euklidesowej m wymiarowej R,; przez R,
rozumiemy zbiér jednoelementowy.

4. Przyjmujac wszystkie powyzsze oznaczenia i zalozenia, mozemy
wypowiedzie¢ oba gléwne twierdzenia tej pracy:

Twierdzenie A. Jesli ¢(e, t) jest funkcjq poréwnawczq rzedu m ukla-
du (1), to wtedy istnieje m parametrowa rodzina rozwiqzan tego uktadu,
taka, ze dla kazdego X (t) nalezqcego do tej rodziny i dla kazdego ¢¢€(0, 4)
iloczyn

X (t)| exp—e@(e,t) (3)
jest ograniczony. Zas dla x(t) nie nalezqcych do tej rodziny, iloczyn (3)
jest nieograniczony (dla kazdego ec¢€(0, A)).

Twierdzenie B. Jesli ¢ (¢, t) jest funkcjg mocno poréownawczq rzedu m
uktadu (1), to wtedy istnieje m parametrowa rodzina rozwigzan tego ukla-
du, taka zZe dla kazdego x (t) nalezgcego do tej rodziny i dla kazdego ¢
(0, 4) jest

lim |x (t) exp— @ (e,t) =0 (4)
[ =¥ oc
Dla kazdego zas, x (t) nie nalezqcego do tej rodziny warunek (4) nie jest
spelniony (dla kazdego e¢(0, A)).

5. W rozdziale II (§4 — § 20) jest podany dowod twierdzen A i B.
Jest on przeprowadzony metoda kolejnych przyblizen C a q u & ego —
Fuchsa.

6. W §21 podane s3g pewne uogdlnienia twierdzen A i B, na przy-
klad na ukilady niemal liniowe o prawie stalych wspélczynnikach

x—A@{)x=h(x,t)--g(x,t)+ f).

7. Reszta rozdziatu III (§ 22 — § 25) poswiecona jest uzyskaniu dal-
szych wnioskow z twierdzen A i B. I tak okazuje sie, ze prostym wnio-
skiem z tych twierdzen jest twierdzenie Perr ona o rozwigzaniach
ograniczonych ukladéw liniowych oraz twierdzenie Peyovitcha
o rzedach wzrastania rozwigzan ukitadow liniowych.

Ostatni paragraf (§ 25) poswiecony jest istnieniu normalnych ukladow
fundamentalnych L a p un o w a oraz ich uogélnieniom.
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Pe3wmMme

1. 3ToT TpyA MMeeT LeJBIO AATh YCJIOBMA AOCTATOYHbIE JJIS TOTO, 4YTO-
6b1 oA peuieHuit x; (t) cUCTEMbI HEJIMHEMHBIX, HO IMOYTU JIMHEUHBbIX AuUd-

depeHUMaNbHbIX HEOJHOPOAHBIX YpaBHEHMM (C MOCTOAHHBIMM Ko3ddu-
LMeHTaMyu) Npou3BeIeHUA

x;(t)exp —q (e, t)
6b1M orpaHM4YeHbl MJIM CTPEeMUJIMUCh Obl K HyJIIO.

Bribupas noaxoaAmumm obpa3om creumasibHble (OYHKUMM B KayecTBe
¢ (e,t), Hanpumep, ¢ (&,t) = const. uau ¢ (¢,t) = (o + €)t MOXKHO NMONYYUTb
ycaoBus (oGobujaloiume u3gaBHa M3BECTHbIE YCJOBUA AJNA JIMHEWHBIX Y-
paBHEHMIT), U3 KOTOPBIX BBITEKAaeT OrPaHMYEHHOCTb pelLlUeHMil, UJIM TMO3BO-
JAI0LIMEe CYUTh O NMOPAAKE MX pOCTa.

2. O6o3HayaeM >XMPHBIM LWIPUEPTOM MajbiMu OyKBaMM BEKTOpPbI (Ha-
npumep, X = |z, ..., &}, F(t)=1f,(t),...,fa(t)}, m T. Aa.), a nponucHbIMHU
MaTpuubl (Hanpumep A == | ax|). B npoussegeHun AX paccMaTpuBaeM X
KaK MaTpully ¢ OAHOIO Ko.JoHHow. Hakomnel,

n
4

X Iy

df  d
=1

3. PaccMoTpuMM BeKTOpHOe OOBIKHOBEHHOe nuddepeHUMarbHOe ypaB-
HEeHMe C OJHOI HEU3BECTHOM BEKTOPHOM (byHKLUMEH (3TO 3HAYMUT: CUCTEMY
N ypaBHEHMI! C M HEU3BECTHLIMU (PYHKLUAMU XLy, ..., Tn):

x—Ax=h(xt)+ g(xt)+ f(t) (1)

rme A nocroaHHas MaTtpuua. a h(x,t), g(x,t), f(t) BekTOpHBIE DYHKUMM
onpenesyIEHHbIe M HEINpEpBLIBHbIE IJIA BCeX BEKTOPOLI X M BcCeX uuces
t T,

MNpeanonoxkum, uro h(0,t)==0, ¢(0,t) =0 u uro cyumecTByT YyHK-
uumu % (t), v(t) onpenmenéHHble U HenpepblBHble ipu t > T, u Takue, 4YTO
IJIA BCAKOM Napbl BEKTOPOB X, X u BeAkux t = T,:

lh(x,t) —h(x,t)| < x(t) x—x ,
npuyem
lim x(t) =0,
t- o>
a TaKxe
gx,t)—gix,t)|  y(t) x—xi,

1IPUYEM MHTErpaJ

CXOOMUTCA.
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Bo3bMeM ceKyJIApHOe ypaBHeHue
Det [A—AE|=0

PaccMoTpyM ynopsoyeHHOE MHOXKECTBO BcCeX pa3JjIMYHBLIX JeHCTBUTENb-
HBIX YaCTei ero KOopHei (To-ecTh COBCTBEHHBIX 3HaYeHUI MaTpuubl A):
003 * ° * <<0qg.

(OueBuano q <<n). [IycTe g, NMPOM3BOJILHOE REACTBUTENBHOE HUMCIO < g;

U OYCTb Q@g+1= + 00
Onpegenenne. Dynxuuio ¢ (e, t) Ha3viaesn GyHKUUEN CPABHUTEABHON

nopsoxka m cucremsvt (1), ecau

a) ¢@(e,t) cnpedenena u nenpepoviena na unoxwecrse (0,4) X < T,, + o0),
20e 4>0.

6) ¢ (¢, t) cnabo pacTyu,as OTHOCUTEADHO € TO ecTdp u3 0 <" ¢ < e,<< A
caedyer ¢l(e,t) < ¢le;,t) npu scaxon ee { Ty, + 00)

B) Cywecrsyer Taxoe uucao s (s=0,1,..,q), uto satpuya A ob.adaer
TOUHO YUCAOM M COOCTBEHHBLLT 3HAUEHUL (CUUTAS, U KPATHOCTU) ¢ Oeli-
CTBUTEADHDLMU UACTAMU < Q5.

r) Has scaxozo g€ (0, A) cywecTsytoT dse nOCTOsRHHbLe [, M ¥, Taxue,
YTO mpu BCAKOU nape wucea t,#t,, t;i > Ty umeen

plet;) —glety)
b — :-

NPUUEM

0s < [, ) (2)

Ps << 0s 1
Ecau h(x,t) — 0 w csepx 1020 uau s — 0, uau os sfsaserca Oeii-
CTBUTEALHOU UACTHI0 UCKAIOUUTEADHO 0OHOKPATHHLL COOCTBEHHBLY 3HA-
ueHu MaTtpuyst A, To TO20a BMECTO (2) MOIHO NPUHATD

Ds ﬂd‘
n) Ecau & < &y Mo By < fey % Yoy < Yoo
Onpenenenne. CpasruTeadvHYyrd GYHKYuU0 nopaoka m cucrtesv. (1)

Hasvieaen DYHKYUCN CUADHO CPABHUTEADHON nopadxa m cucTemdvt (1),
ecau

}i‘!}l[w(e,t)—(p‘%,t”=0

oan scaxow e€(0, 4).
ITpennoJsioxkum, uto s Bcakoro ¢ € (0, 4A) cywecrsyer M. Takoe, 410

JI7®) exp—g (e, t1dt < M,
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Kak o6bIuHO, ceMelCTBO pelueHuit cucTtemMbl (1) Ha30BEM ceMeiCcTBOM

M — NAPAMETPOBHBIM, ECIIM MHOIKECTBO lepeceyeHuit eé 3JIeMeHTOB U BCA-
koit runeprnuiockocty t=T > T, saBaderca romeoMopdHbIM (T. — €. B3aM-
HO OJHO3HAYHBbIM ¥ HENpepbLIBHbIM) o0pa3oM €BKJAMAOBA M — MEPHOrO

npoctpaHcTtBa Rn. (Ilon R, nogpa3zymeBaem MHOXKECTBO U3 OQHOTO 23Jie-
MEHTa).

4. TlpyHuMmasa BblUIenpuBeNeHHble 0003HaY€HUSA U MNPENNOCHIIKKM, MO-
>KeM BbICKa3aThb JBe FJaBHble TeOpE€Mbl 9TOr0 TPynHa:

Teopema A. Ecau ¢ (e, t) cpusHuTesvras Pynruyus nopsoka m Cu-
crennt (1), To cywecrsyer m — napamerposoe CeMeucTso pewtenHuii ITou
CUCTeMdbl TaKOe, UTO Oafl B8CAK020 X (t), npunad.sexcau,ezo KX 3TOMY cemeti-
crey, u 8caxo e€(0,4) npouzsedenue

x(t) exp— (e, t) (3)
opanuueno. A das x(t), He npunadselcaw,ez0 K 3TOMY CeMeUcTs8Yy, Npo-
usgedenue (3) — Heorpanuuennoe (npu scaxon ¢ e (0, A4)).

Tcopema B. Ecau ¢@(et) PynHxyus cuavHo cpasHuTeadvras nOpao-
xa m cuctendst (1), To cywecTayer m — nApameTposoe cemeliCT8O peule-
Ul ITOW CUCTEeMbL TaKoe, UTO 0af BCAK020 X (), npunad.excau,e2o x 3To-
My cexeticTsy, u npu scaxom ¢ ¢(0,A4)

lim | x(t) exp—og(e,t) =0 (4)
I

A Oas x(t), ne npoxadaedcawsezo K ITORY cemelcTsy, ycaosue (4) ne
ucnoaneno (npu scaxon €e€(0,4)).

5. B rnase II (§ 4 — § 20) naHo nokasarenbcTBO TeopeM A u B. OHo
MPOBEAEHO METOAO0M NocTineHHbIX npubianxkenuit Kake — dyxkca.

6. B § 21 naHb! HeKoTopble 060061eHna Teopombr A M B, Hanpumep, Ha
CHCTEeMbl ypaBHEHUMI

x— At x=h(x,t)+ glx,t) + f(t).

7. OcranbHas 4acTh raaeel III (§ 22 — § 25)) nocBawena noayyenmro
NaJbHeMLIMX CIEACTBUI u3 teopeM A u B. Tak, oka3bIBaeTcs, YTO Teope-
ma JleppoHa 06 OrpaHMYEHHBIX pPeLIeHMAX CUCTEMbI JIMHENHBIX ypaBHE-
HMi1, a TakxKe Teopema IleitoBuua o mopsake Bo3pacTaHMA PELUEHMIT CU-
CTeM JIMHEeHblZ YPaBHEHMUI SABJAIOTCA NMPOCTBIMU 3aKJOUYEHUAMM U3 ITUX
TeopeM.

Tlocnenuuit § 25 MOCBAWEH BOMNPOCY O CYIECTBOBAHMM HOPMAaJIbHBIX
dyHaaMeHTaNbHBIX cucTeM JlAnyHoBa M ux 0600ireHmaM.






