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Sur un probleme de M. Leja relatif a une fonction
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O npo6.aeme npod. JleH, oTHocAulCHCA K& HexoTOPOi GyHNUHI paccToHHHI

MEAKXY TOMKAMH

§ 1. M. F. Leja a montré que si P,, P,, ..., P,,@ sont des points
distincts entre eux et situés dans un méme plan, on a l'inégalité:

- Q_}.)'-"_QE:‘,',"_QB" -QP|‘QP;(...QP,,
A f BB TR B P,P -P.P,.. P,P,

QP, QP...QP, ,
PuP|'Png---PnPn 1

-

Voici sa démonstration: introduisons dans le plan contenant les points
P, P, .., P, Q une variable complexe z et désignons par z,,2z,,...,2, les
affixes des points P;,P,, ..., P, respectivement. Considérons la formule
d’interpolation de Lagrange:

(Znigal+- Ear.2)
(2y — 24) o (2, — 24a)

. (2—21)(2 : -Z,‘) s dZi=120)
Iz (23— 2)) (22— 24) ... (22— 24) i

f(2) =f(z,)-

- f(2a) - (z—2)(z—2y)..(2—2u 1)

v f (20— 2y) (zp==i2.) ... (20 —120 1)
En posant f(z)=1 et en supposant que z est laffixe du point @ on
obtient de suite l'inégalité (1). En supposant que le point Q s’approche



114 Mieczystaw Biernacki

indéfiniment d'un point P; on voit que cette inégalité ne peut étre
améliorée.

M. Leja a posé la question de savoir si l'inégalité (1) subsiste dans
le cas ou P, P,,..,Pn,Q sont des points quelconques de l’espace 4 un
nombre quelconque de dimensions. Je vais montrer que la réponse a cette
question est négative, méme dans le cas de l'espace a trois dimensions.
On a un exemple simple en supposant que n =4, que P, P,, P,, P, sont
les sommets d’un tétraédre régulier dont les arétes ont des longueurs
égales a 1 et que Q est le centre de gravité de ce tétraédre. On a alors

§ 473
_1 b 6
QP =5 ]/ 5 (i=1,2,3,4) et, par suite,

3 3

H(Q, P,, P,, Py, Py) = 4 ' 5

Considérons maintenant, n étant fixe, la borne inférieure de H lorsque

les points P,, P,, ..., P»,Q prennent toutes les positions possibles. Je vais

établir que cette borne tend vers zéro lorsque n-—oc. Plus précisément
je vais établir le proposition suivante:

I. ¢ étant un nombre positif arbitrairement petit et n assez grand (n . n(e)),
il existe un systéme de points P,, P,,...,P,,@Q de lespace d trois dimensions
tel que lon a

1

e
('T s 8)

] e

La limite obtenue (moindre que (1,2) " lorsque n est assez grand) ne

saurait étre sensiblement améliorée, ce qui résulte de la proposition sui-
vante:

H (Q) Piv b Pll)

1. P,,P,, ..., P, Q étant des points de U'espace a trois dimensions, l'on a
1

H(Q,PHP.',,.‘.,P,,) 2,_,_;
Il résulte d'ailleurs de la démonstration (§ 3) que 1'énoncé II s’applique
aussi aux points de l’espace a plus de trois dimensions.

§ 2. Pour établir 1'énoncé I je vais étudier 'exemple suivant. On
considére la sphére de rayon 1. En introduisant sur cette sphére les
coordonnées sphériques ¢ et @ tracons, m étant un nombre pair, les m
méridiens ¢ =0, g=2a M, ¢=2-22'M,...,0=(Mm—1) 23/m et les (m—1)
paralléles » — const. dont les plans coupent le diameétre AB (joignant les
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,poles” A et B) de la sphére aux points équidistants, dont les coordon-
nées (comptées a partir du centre de la sphére) sont 0, +2/m, +4/m,...
+(m -2)/m. Nous supposerons que les points P, P,, ..., P, sont les n=m(m—1)
points d’'intersection, autres que les poles A et B, de ces paralléles et de
ces méridiens, tandis que le point @ est au centre de la sphére. k étant
un des nombres 1, 2,...,n nous allons chercher une limite supérieure du
terme

QP,QP,...QPr - QPr.1...QP, 1

PP, PiPs.. PiPe 1 Py Pii1..PrP,  PyP, -PxP,..P: P,

de I' expression H, c. a d. une limite inférieure de la somme
S =1log P, P,+ log P, P, + ... + log Py Pr-1 + 108 Px P,y + ... +- log Px P,.

Nous allons comparer cette somme S avec l'expression K :(4x7/m*) ou
K= | [log(P:M)da

et le point M parcourt la surface de la sphere, do désignant I'élément de
surface. 4 zn/m” représente l'aire de chacune des m?* régions en lesquelles
la surface de la sphére est partagée par le réseau des méridiens et des
paralleles tracés. Nous allons commencer par comparer avec m®?K/4 =
une autre somme analogue S,, puis nous évaluerons la différence entre
S et S,. Nous désignerons par d (O, ¢) la distance entre le point de coordon-
nées sphériques (@, ¢) et le point P:. En vertu du théoreme de la moyenne
on a

(2) o B DAL ‘S logd((')ir q")

i=1

ou la somme est étendue a toutes les m*® régions R;, en lesquelles la
surface de la sphére est partagée par les méridiens et les paralléles tra-
cés, et ou 6, ¢; désignent les coordonnées d'un point de R;. La somme
S, s'obtient de la somme qui figure dans (2) en remplacant chaque point
(@i, 9i) par un des sommets du réseau des méridiens et des paralléles
tracés, ce sommet étant situé sur la frontiére de la région R;. Fn admet-
tant que les coordonnées sphériques du point P: sont @ =a (0 a < 7/2)
et ¢ =0, on choisit notamment la coordonnée ®; du sommet qui remplace
le point (@, ) plus grande ou plus petite que ©; selon que @; = a ou
;<" a. On choisit la coordonnée ¢; plus grande que g; lorsque 0 << g@; <<7
et plus petite que ¢, lorsque & <<¢q;< 2a. Il est clair que la modification
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qui vient d’étre exposée ne peut qu'augmenter les termes de la somme (2) qui
correspondent aux quatre régions R; dont les frontiéres contiennent le point
P, du moins lorsque m est plus grand qu’une constante numérique. Pour
évaluer l'effet de cette modification sur les autres termes de la somme (2)
remarquons d’abord qu’en utilisant les formules qui expriment les coor-
données cartésiennes par les coordonnées sphériques on trouve que la distance
entre les points (0, ¢:) et (6, ¢;) ne dépasse pas | sin @; cos g; — sin €; cos ¢i| +
+ sin@;sing;—sin@; sing; | + |cos®; - cos@; , donc, d’aprés le théoréme
de la moyenne, a fortiori ne dépasse pas 3!6;,—0;| + 2 ¢i—¢|. Or on
a|gi—q|<<2amet |0;—6;|<<a/}m, donc la distance entre les points
(@i, @) et (O, ¢;) ne dépasse pas A '}'m ou A est une constante numérique.
Il est clair, d’autre part, que }a distance de P. a un point M de la sphere,
qui est séparé de P, par s paralléles, est égale 4 2s'm au moins, et que
la distance de P, a4 un point M de la sphére qui est séparé de P; par
s <. m’'2 méridiens est égale 4 4s/(m}) m) au moins (on trouve cette der-
niére limitation en projetant les points M et P, sur un plan perpendicu-
laire 4 AB). En vertu du théoréme des accroissements finis on peut
écrire:

\d (0, 9i) —d (@i, ¢)!

() log d (&, ) — log d (@, p) | e —
Min |d (@), @), d (O, ¢l

- Ong) = Ong) ..

Min [d (@, ¢i),d (@i, @i)]

olt (i, i) — (@:, ¢)) désigne la distance entre ces points. En considérant
d’abord les régions limitées par des paralléles qui ne passent pas par P

on voit, en tenant compte des inégalités obtenues auparavant, que la
somme des expressions (=) relatives a ces régions ne dépasse pas

Amlmp+;+m+wy

tandis que la somme des (2m — 4) expressions (#) restantes ne dépasse
pas

1 /]
Am(145 4 L),
En résumé on a
(3 S, — ::;K‘;~—Bmymlogm,

B étant une constante numérique.
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Evaluons maintenant une borne inférieure de la différence S S,.
La somme S différe de S, en ce que 1) elle ne contient qu’'une fois chacun
des (m—2) termes relatifs aux sommets du réseau qui correspondent
a¢g=a(0+#0, O+#aq, 6+ 1), tandis que la somme S, contient ces termes
deux fois; 2) au contraire, la somme S contient des termes relatifs aux
sommets qui correspondent 4 ¢= 0 (le point P, excepté); 3) elle contient
aussi des termes relatifs aux sommets-situés sur le paralléle ¢ =a (le
point P, excepté); 4) elle ne contient pas les 2n termes relatifs aux
»poles” A et B de la sphére. Nous allons désigner par Y, Y, M, les
sommes des termes log d (0, ¢i) relatifs aux sommets dont il est question
ci-dessus sous 1), 2) et 3) respectivement. On a évidemment Y, <~ mlog 2,

3., >2

2 2 2} .
logm+log(2--n—l) P oo o log({;-m”_ —mlog (m 2).

Quant a la somme

—

elle est supérieure a
T
WO |2 sitte - St
m og( sin « smm’,
donc

T . e I 4 Lo { - f.l';
Ys—mlog P. A~ m|log|2sina sin | log(\25m2,

=mlog‘2cos--a-sin ;:—l’

2
Or
0 a ; :
donc
2 ] 2
et
2T 2
Sin
m
par suite
M, —mlog Pr A~ —mlogm.
Enfin on a

mlog P« B---mlog?2.
En résumé on a

(4) S—S, ~Cmlogm,
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C étant une constante numérique. En comparant les inégalités (3) et (4)
on voit que

N

<t -
S 4‘_‘K—Dm|mlogm,

ou D est encore une constante numérique. On a donc

r!]'.ir
; =
4.7K( ey

S
ou ¢ est arbitrairement petit, pourvu que m soit assez grand.” Ce résultat
étant valable quel que soit k(k=1,2,..,n), on a pour H l'inégalité
K 1=z
) 1 el
Or n—=m"-—m, il vient donc
L ki-e
(%) H 4=

ou ¢  est arbitrairement petit si n assez grand. La valeur de l'intégrale
K~ || log(P:Mido

s’obtient aisément et l'on trouve K =2n(log4 —1). En substituant cette
valeur dans (##) on obtient 1'énoncé I dans le cas ol n=m?—m, m
étant pair. Pour établir cet énoncé généralement considérons un nombre
pair m tel que (m—2)* —(m—2)-<n < m*—m. Nous choisirons les points
P, et @ pour la valeur considérée de m de la maniére indiquée plus haut,
puis nous supprimerons arbitrairement m®—m —n des points P;. D'apres

ce qui précéde, 'expression H est, avant la suppression de ces points Py,

moindre que
1 1

(2e 2—&) "M 2e ZT—e) ",

Or la suppression de ces points P, ne peut augmenter chaque terme de H,

o 4 4 i b
donc aussi H, que de 2" ™ "= 2'™ < 1673 fois au plus, donc on aura

o -

H<(2¢ ?—e) 7 -16™ "< (2e ? — &) "

pourvu que & ¢ et m soit assez grand.

§ 3. La démonstration ‘de 1'énoncé II est fort simple. Pour n =2
I’énoncé est évident, car il se réduit a l'inégalité P, P, <  QP, + QP.
Supposons donc qu'il soit exact pour n et faisons voir qu'il subsiste pour
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n + 1. On peut admettre que QP; © QPn.y (i=1,2,..,n). H(Q,P,,.... Pat1)
s’obtient de H(Q, P,,.... P,) en multipliant les termes successifs de cette
derniére expression par

QPII-‘-‘ QPIII Q__I_)Ll
P;Pn l, ngu 1,---, Pnpn 1

respectivement et en ajoutant le terme

.~ QP,-QP,..QP,
Pn !P"Pn ]P-.)...P" |P" i

Or on a, pour i =1,..,n, PiPp 1 - QPi+QPy 1 2QP, , donc
QPy 1:PiPyiy -1 et HQ,P,..,P, 1) *+H(Q,Py,..., P4, ce qui achéve
la démonstration.

Streszczenie

F. Leja wykazal, ze jesli P, P,,..,P,, @ sa punktami plaszczyzny,
to zachodzi nieréwnosé

HAQ, Py, sy Py = QP,'QFy . QFx | QP "QP;.-QP:
y Iy P1P.'|'P|P-,>--Plpﬂ PEP1-P.3P1...P.:P,;

QP -QP,. QP

2

- PnPI‘P"P._:...P”P” 1

oraz pcstawil pytanie, czy ta nieréwnos¢ zachodzi i w przypadku, gdy
P, P,, .., P, Q s punktami przestrzeni m-wymiarowej?

W pracy niniejszej dowodze, ze odpowiedZz na to pytanie jest prze-
czaca. W szczegdlnosci dowodze twierdzen nastepujgcych:

I. Jesli ¢ jest liczbg dodatnig dowolnie malg a n dos¢ duze (n > n(e)),

to istnieje uklad punktéow Py, ..., P,, @ przestrzeni trojwymiarowej, dla kto-
rego zachodzi nieréwnosé
1
H (Q) PI) oo Pll) - 2 n

II. Dla kai'dego uktadu punktéw P,, ..., P,,Q przestrzeni trojwymia-
rowej zachodzi nieréwnoS$é

1

H (Q, P“ veey P“) 2’,‘,_2.
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a Pes3wome

&. Jlea noka3zan, 4Tto, ecan P, P, .., P,,@ cyTb TOYKM TMJIOCKOCTH,
TO MMeeT MeCTO HepaBEeHCTBO

QP,-QP,..QP, = QP,-QP,..QP,
(O P ) = —-*- - g -1 3

HAQ P A= BIP, P P, . BiBy * ByP, PP, PPy T =
QP.-QP,..QP.y
PuP,-PyP,.. PyPu i

M TIOCTaBUJI BOIMPOC: COXPAHAETCA JIM 3TO HEepaBEeHCTBO M B cjy4ae, Korpa
P, P,, ..., Py, Q@ ABJIAIOTCA TOYKaMM M-MEpPHOTro MpocTpaHCTBa?

B a3Toit paboTe A [AoKa3blBalp, UTO OTBET HAa IOCTaBJIEHHBIA BOMpPOC
HaJ0 JAaTb OTPMUATEJLHbIA. B YaCTHOCTM, A [OKa3blBalo CJeAylole
TEOpeMbI.

I. Ecau & nosoxuTenabHOe YMCJIO MPOU3BOJIBHO MaJjloe, a M J0CTa-
To4yHO OoJibltioe (n-m(e)), To cyugecTByeT cucteMa Todek P, ..., P., Q,
IJIS KOTOPOM MMeeT MeCTO HepaBeHCTBO

H (Qy PH b ) Pn)

II. Jna BcAKoi cucreMbl Todek P, ..., P,, @ TpéxmepHoro npocTpaH-
CTBa MMeEeT MeCTO HepaBEeHCTBO

H(Q Py, ... Pu) o, .

&



