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Sur quelques propriétés des ovales
O kilku wlasnosciach owali
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Introduction. Ce travail contient quelques résultats qui n'ont que
peu de rapports entre eux. G. P6lya a montré |[7]!) qu’on peut toujours
inscrire dans un ovale un rectangle de maniére que le rapport des aires
du rectangle et de l'ovale soit supérieur 4 une constante numeérique po-
sitive. C. Radziszewski a démontré [8] que la valeur exacte de cette
constante est {. Dans le cas des ovales ayant un centre de symétrie j'ai
trouvé une démonstration particulierement simple de cette proposition
(elle est exposée dans l'article cité de C. Radziszewski p. 5-6). Au § 1
de ce travail je m’occupe de problémes analogues relatifs aux cylindres
inscrits dans les corps de révolution convexes. Au § 2 j'expose une dé-
monstration simple du théoréme: il est toujours possible d’inscrire dans
un ovale deux carrés au moins. Ce théoréme est un cas particulier
du théoréme de Sznirelman |9], d’aprés lequel il existe sur chaque
courbe fermée plane, ayant une courbure continue, 4 points qui sont les
scmmets d’un carré, et du théoréme de Kakeya [6], d'aprés lequel il
est toujours possible d’inscrire dans un ovale deux rectangles dont le rap-
port des cotés est donné a l'avance. Au § 3 je détermine la limite infeé-
rieure exacte du rapport de la longueur d'un arc de la frontiére de I'ovale,
dont la corde est un diameétre, 4 la longueur totale de cette frontiére.
J'y signale aussi quelques probléemes qui ne semblent pas résolus & présent.
Enfin au & 4 je m’occupe de l'intégrale
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) Les numéros renvoient a la bibliographie placéc a la fin de I'article.
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ou C désigne la frontiere de l'ovale, s la longueur de l'arc de C et r la
distance d’'un point de C au point fixe de 'ovale. Je détermine des limites
entre lesquelles peut varier le rapport de cette intégrale au carré du dia-
metre de l’ovale; la limite inférieure est déterminée exactement.

§ I. Théoreme I. Considérons un corps engendré par lu révolution
d’un ovale, ayant deux axes de symétrie perpendiculaires, autour de l'un
d’eux. Nous admettons que la frontiere de Uovale est de classe C, et qu’elle
ne contient pas de segments de droite ?). Il est toujours possible d’inscrire
dans ce corps un cylindre circulaire, dont 'axe coincide avec laxe de Tté-
volution du corps donné, est dont le volume est égal au moins ¢ ! du
volume du corps de révolution. La constante ! ne peut étre augmentée.

A A M NB B

fig. 1

On peut admettre que l'ovale en question possede deux axes de
symétrie, I'un d’eux coincidant avec l'axe de révolution et l'autre étant
perpendiculaire & cet axe. Soit AB la corde de l'ovale qui est perpendi-
culaire & 'axe de révolution et située sur l'axe de symétrie. Il est clair
que la tangente a l'ovale est perpendiculaire 3 AB aux points A et B.

?) Un ovale arbitraire peut étre approché indéfiniment par des ovales dont les
frontiéres possédent les propriétés énumérées. Ceci signifie qu’il existe un ovale O
de la classc particuliére considérée, dont la ,distance” a l'ovale donné O est arbitra-
irement petite. Si 4 est un point de O, d (4, O') sa distance a O/, B cst un point de
0', d (B, O) sa distance a O, la distance entre les ovales O et O' est égale a 'expression
max {sup d (A, O'), sup dI(B.O)|.

Ae0) Be O
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Si CE est la corde de l'ovale située sur l'axe de révolution, les tangentes
a l'ovale aux points C et E sont paralléeles i AB. Considérons une droite D
variable, située dans le plan de l'ovale et paralléle & AB, soient M et N
ses points d’intersection avec l'ovale (fig. 1). Soit d’autre part A’'B'C’ le
triangle tangent en M et N a l'ovale et dont les sommets A’ et B’ se
trouvent sur le prolongement de AB. Posons A’ B’ == a et soit h la hautew
du triangle A’ B'C’ qui correspond i ce c6té. En menant par les points M
et N des perpendiculaires MM’ et NN’ sur AB, désignons par x et y res-
pectivement la base M’ N’ et la hauteur MM’ = NN’ du rectangle MNM' N
qui est évidemment inscrit dans la partie de 'ovale située d’'un coté de AB
Lorsque la droite D est située prés de AB, le rapport h a est évidemment
trés grand et le rapport y,/x trés peiit. Au contraire, lorsque D passe pres
de C, le rapport h/a est trés petit et le rapport y/x trés grand. Les nom-
bres a, h, x, y variant d’'une maniére continue lorsque D se déplace, il
en résulte qu'il existe une position de la droite D telle que l'on ait:

y_ 1 h
F I, RS T

En tenant compte de la relation a:x=h:(h—y) on trouve que

r=ja, y=141h. Le volume du cylindre engendré par la révolution du
rectangle MM’ NN’ autour de CC’ est égal & nxy 4, le volume du céne
engendré par la révolution du triangle A’ B’'C’ autour de CC’ est égai
a wa*12 h; le rapport des deux volumes étant égal a ., la premiére partie
du théoréme en résulte. La limite . est atteinte lorsque le corps de révo-
lution se réduit i I'ensemble de deux cones circulaires égaux, ayant une
base commune, car un calcul simple montre que si le rapport y/r n’est
pas égal a ;-h/a, le volume du cylindre de révolution inscrit est plus
petit que dans le cas y/x = ! -h/a.

§ 2. Je vais démontrer maintenant que dans tout ovale dont la fron-
tiere est de classe C, et ne contient pas de segments de droite on peu!
inscrire au moins deux carrés ?).

Choisissons une droite quelconque dans le plan de l'ovale comme axe
Oy et la droite joignant les points de contact M et M’ des droites d’apput
paralléles a I'axe Oy avec l'ovale comme axe Ox. La longueur d’une
corde paralléele i 'axe Oy de I'ovale est une fonction L (x). Cette fonction
peut 2tre évidemment considérée comme la somme de deux fonctions con-
caves, donc la fonction L (x) posséde un marimum unique. En m’appuyant

3) Cest un cas particulier d’'un théoréme de Kakeya (cf. l'introduction). Mal-
heureusement je n’ai pas pu prendre connaissance de I'article de M. Kakeya.
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sur cette propriété je vais établir maintenant qu’il eriste un losange et
un seul inscrit dans lovale et dont un cété est paralléle @ une droite donnée
a lavance (I'axe Ovy).

L’existence d'un tel losange est a peu prés évidente: deux cordes pa-
ralléles i I'axe Oy et de méme longueur déterminent un parallélogramme
inscrit dans Vovale. Si les cordes passent prés des points de contact M
et M’ les cotés paralléles a I'axe Oy sont plus petits que les cotés restants,
c’est le contraire qui a lieu lorsque les abscisses des cordes différent peu
du maximum de la fonction L(x). L’existence du losange inscrit résulte
donc des considérations de la continuité.

Supposons maintenant qu'il existe deux losanges inscrits, dont un
coté est parallele a I'axe Oy; soient ABCD et A'B'C’'D’ ces losanges
(fig. 2). Désignons par E, F, G, H les points d’intersection des deux lo-
sanges. On a évidemment AD—HE-—=GF —=CB, HG=EF et ensuite

D'C'<.D'H+ HG+GC' et A'B << AE--EF+FB'. En ajoutant ces
deux inégalités et en tenant compte de ce que D'C'=D"'H+HE+EA’
et A’B'=C'G+GF+FB/, il vient HE+GF << HG+EF, c.-a-d. AD << HG,
inégalité impossible, car AD ——- DH -+ HG - GC.

Supposons maintenant que la droite arbitraire .1, choisie comme axe
Ovy, tourne, il résulte de l'unicité du losange qu’il varie d'une maniére
continue. Or si ABCD est le losange inscrit dans I'ovale (fig. 2), si l'angle
ABC est, par exemple, obtus, et si nous suivons la variation continue du
losange lorsque la droite | tourne dans le sens positif, par exemple, et
devient parallele 4 CD, l'angle ABC prend la position BCD, il devient
donc aigu. 1l existe donc une position intermédiaire de la droite 4, dans
laquelle il est droit et, par suite, le losange est un carré. En tournant la
droite 1 dans le sens positif de maniére qu’elle devienne de nouveau
paralléle au coté DA du losange. on constate qu'il existe un autre carré
inscrit dans l'ovale.
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§ 3. Considérons maintenant un diamétre AB de l'ovale (fig. 3),
c. a d. supposons que AB soit le maximum de la distance entre les points
de I'ovale. Ce diameétre détermine sur la frontiére de l'ovale I'arc ANB,
dont la longueur est L’ et I'arc AMB dont la longueur est L”. L dési-
gnera la longueur totale de la frontiére de l'ovale. D’aprés la définition du
diametre I'arc ANB est contenu dans 'ovale ABS, oi SA et SB désig-
nent des arcs de circonférences, dont les
rayons sont égaux au diametre AB et dont
les centres sont situés aux points B et A
respectivement. On sait que si un ovale O
est contenu dans l'ovale O’, la longueur
de la frontiére de O ne dépasse pas celle
de O’; cela résulte p. ex. de la formule
de Cauchy qui donne la longueur d’un
ovale (la formule (%) du § 4). On a donc

AB--L' < AB+ AS-- BS,
ou AS et BS désignent les longueurs des
arcs de circonférences AS et BS. Or on a
AS+BS==n/3-AB, donc AB™>3/2nL’ et, a fortiori, L” - 3/2aL’; en ajou-
tant aux deux membres de l'inégalité 3/2x-L"” on obtient (2z+4-3)L"” >3L.

Les conditions, dans lesquelles le signe d’égalité peut avoir lieu, résultent
de la démonstration. On obtient ainsi la proposition suivante:

fig. 3

Théoréme 1l. Considérons un arc de la frontiére d’un ovale et sup-
posons que la corde de cet arc soit un diamétre de Povale. Le rapport de
la longueur de cet arc a la longueur totale de la frontiére de Povale est
supérieur ou égal au mombre

3
27213 (—=0,32).

Le signe d’égalité a lieu lorsque la frontiére de Uovale se réduit ¢ un seg-
ment de droite AB et aux arcs de cercles AS et BS, dont les rayons sont
égaux @ AB et les centres sont situés aux points B et A respectivement.

11 serait intéressant d’étendre cette proposition au cas de l'espace.
On pourrait, par exemple, considérer une section plane de l'ovale a) dont
V'aire est la plus grande possible, b) dont le diameétre est le plus grand
possible, ¢) section passant par 3 points A, B, C de la frontiére de l'ovale,
de maniére que le produit AB-BC-CA soit le plus grand possible et,
dans chacun de ces cas, déterminer le minimum du rapport de l'aire d'une
calotte de 1l'ovale, limitée par le plan en question, & laire totale de la
frontiére de 1'ovale.



108 Mieczyslaw Biernacki

En revenant au cas du plan, voici des probléemes qui ont quelque
connexion avec le théoréme II. On considére toutes les cordes de 1'ovale
qui divisent soit son aire, soit son périmétre en deux parties égales. Soit C
la longueur d’'une telle corde et D le diameétre de l'ovale. Déterminer.
dans chacun de ces cas, le nombre

(On considére ici le maximum pour un ovale déterminé et inf pour tous
les ovales'). Il serait peut-étre intéressant aussi d'étudier le lieu des mi-
lieux de ces cordes, ainsi que le lieu des milieux des cordes joignant les
points de la frontiére de 1'ovale ou les tangentes sont paralléles.

§ 4. Considérons maintenant l'intégrale

lrds
«
dont la signification a été expliquée dans l'introduction. Je vais commencer
par déterminer une limite inférieure du rapport de cette intégrale au
carré du diametre de l'ovale. Soit AB un dia-
M B metre de l'ovale (fig. 4), AB==D et P un point
quelconque de l'ovale. On considére les arcs de
H' l'ovale BM et AN de méme longueur s; soit C
le point ou la corde MN coupe le diametre.
OnaCM_. CB—s, CN_>CA—s, donc PM -
-~ PN ~MN > D—2s. Supposons maintenant
que s varie de 0 a D/2, en intégrant on déduit
de la derniére inégalité que
N D2

A [rds f (D—2s)ds :
( 0 g

fig. 4
Or les arcs délimités sur la frontiere de l'ovale
par le diameétre AB ont évidemment des longueurs - D. On peut donc
répéter le raisonnement précédent, en remplagant les points M et N par
des points M’ et N’ situés de l'autre cété du diamétre AB que les points
M et N respectivement. On voit ainsi que

s el
s TAs 9 g

‘) Remarque pendant la correction des épreuves. Je viens d’apprendre que
C. Radziszewski a déterminé les deux nombres en question.
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Le signe d’égalité a lieu lorsque l'ovale se réduit 4 un segment et le
point P au milieu de ce segment. Il résulte d’ailleurs de la démonstration
que c'est le seul cas dans lequel le signe d’égalité a lieu.

Je me bornerai 4 quelques apercus en ce qui concerne la limite supeé-
rieure du rapport de l'intégrale étudiée au carré du diamétre. Tout d’abord
il résulte immédiatement de la formule de Cauchy, qui donne la lon-
gueur d'une courbe plane:

(*) L=- P(g)d g,

0

ou P(¢) designe la longueur totale de la projection de la courbe sur la
droite qui fait I'angle ¢ avec Ox (cf. pour la démonstration p. ex. Bon-
nesen (1) p. 32), que L - 7D, donc que

() ’ rds a D*.

[

11 est d'ailleurs clair que la limite supérieure de lrds est atteinte lorsque

le point P est sur la frontiére de l'ovale, car lmtegrale étudiée est une
fonction sous-harmonique de P ?).

Je vais améliorer un peu l'inégalité (::) dans le cas ou l'ovale pos-
séde un centre de symétrie. Soit AB un diameétre de ’ovale. L’ovale est
contenu dans le cercle fermé dont le diametre
est AB et dont le centre S est le centre de
symétrie de l'ovale. Soient P un point fixe
de la frontiére de 1'ovale et M, M’ deux points
de cette frontiere symétriques par rapport
a S (fig. 5). “Un calcul élémentaire montre
que, l'ovale étant contenu dans le cercle, la
somme PM + PM’' ne dépasse pas D | k!
résulte d’autre part de la formule de Cauchy
(+) que la longueur de la frontiére de l'ovale

fig. 5 ne dépasse pas celle du cercle. On a donc
| rds D) 5 Zlragiflapy
- 2 I 2

[ o4

En résumant les résultats nous pouvons énoncer le théoréme suivant.
) La distance entre P et un point fixe est une fonction sousharmonique; I'in-
tégrale est une limite de sommes de telles distances. multipliées par des constantes
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Théoreme 11I. Soit C la frontiére d'un ovale, s la longueur de larc
de cette frontiére, P un point quelconque de lovale et r sa distance a un
point de la frontiere C. Si D désigne le diamétre de lovale, on a les iné-
galités

“rds
c s
2 D?

Lorsque lUovale posséde un centre de symétrie, on peut remplacer dans
ces inégalités = par n/y’'2 (<<2,3). La limite ! est atteinte lorsque Uovale
se réduit @ un segment de droite et P a son milieu. Le nombre z ne
saurait étre remplacé par un nombre inférieur d 2, car si Povale est un
cercle et P un point de sa circonfirence, le rapport de l'énoncé est égal da 2.

Remarques. Il semblerait intéressant d’étendre le probléme de I'é-
noncé III en introduisant n points fixes P,, P,, ..., P, de 1'ovale et de con-
sidérer le rapport

’ T Ty..Tads
5
D" I

ou r; désigne la distance de P; a un point de la frontiere C. Le produit
T;Ta...Tn représente, dans le plan complexe, le module d’'un polynome
dont tous les zéros sont contenus dans l'ovale. Considérons maintenant
deux ovales O’ et O, O’ étant contenu dans O. Il résulte de 1'énoncé III
que, C’ et C désignant les frontiéres des ovales O’ et O respectivement
et P étant un point de O’, on a

“'rds 27 |'rds.
caly c
Or R. M. Gabriel a établi [4] que si I'on remplace, plus généra-
lement, r par f(z)} ou 4=>0 et f(z) est une fonction holomorphe dans O,
on a

[f@}ds < |ae+1)+el- sz
J

et il a remarqué que, probablement, la constante z(e {-1)+ e pourra étre
remplacée par 2. Cette hypothése a été établie par Carlson |2| dans le
cas ou O est un cercle. La limite 2 est atteinte lorsque O’ est le segment
—1<x< +1, Ole cercle |zl <1, =1 et f(z)=2z—1. Au sujet de ces
questions on peut consulter aussi les articles de Frazer [3] et de
Ghica [5].
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Streszczenie

W pracy tej dowodze twierdzen nastepujacych:

I. WeZmy pod uwage cialo, utworzone przez obrét owalu, posiadajacego
dwie osie symetrii do siebie prostopadle, dokola jednej z tych osi. Przy-
pusémy, ze ograniczenie owalu jest klasy C, i nie zawiera odcinkéw proste;j.
Istnieje wpisany w cialo walec obrotowy, ktérego o$ obrotu jest osia
obrotu danego ciata i ktoérego objetos¢ jest niemniejsza od & objetosci ciala
obrotowego. Liczba § nie da si¢ zwiekszyé.

II. Jesli A i B sa takimi punktami owalu na piaszczyznie, ze odleg-
losci dwu dowolnych punktéow owalu nie przekracza AB, to stosunek
dlugosci kazdego z wyznaczonych przez punkty A i B na ograniczeniu
owalu tukow do diugosci calego tego ograniczenia jest conajmniej réwny

3
273"
Liczba ta nie da sie zwiekszy¢.

III. Niech C oznacza krzywa ograniczajaca owal na plaszczyznie.
s dlugo$é luku tej krzywej, r odleglo§¢ punktu krzywej C od ustalonego
punktu P owalu i D srednice owalu.' Zachodza nieréwnosci:

| rds
(4

— 7

2 D¢
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Jesli owal posiada Srodek symetrii. to mozna tu zastgpi¢ liczbe x
przez a/) 2. Liczba ! nie da sie zastapi¢ przez liczbe wiekszg, liczba =z,
wzglednie /) 2, nie da sie zastgpi¢ przez liczbe mniejszg od 2.

Ponad to podaje w tej pracy kr6tki dowéd twierdzenia Kakeya:
w kazdy owal mozna wpisa¢ co najmniej dwa kwadraty.

Pe3wmMme

B 3tom TPpYA€Ee A O0Ka3biBAK CJleAYlOlliMe TeOopeMbI:

1. PaccmoTpuM oBaJ, uMMelOLMit OBe B3aMMHO MNeprneHAUKYJsApPHbIe
ocu cuMMeTpuM, UM obpa3yem TeJo BpallleHMeM OBaJla BOKPYT OAHOM M3
3TUX OCEM.

[Ipeanono»xuM, 4TO rpaHuua oBaJla NpUHaAJIeXUT K kjaaccy C, u He
conepKUT oTpe3koB npamoy. CyllecTByeT UMJIMHAP BPALLUEHUA C TOM 3Ke
caMOif OCbI0 BpalUeHMUA, BIMCAHHBIA B 9TO TeJO, KOTOPOro oOBEM He
veHblle, yem . obbéMa sToro Tena. Yueso . He MOXKeT ObITh yBenUHEHO.

II. Ecau A u B Takmue fABe TOYKM OBaJjla Ha MJIOCKOCTM, HTO PaCCTO-
AHME ABYX MPOM3BOJILHBIX TOYEK OBaJjia He npeBbillaeT AB, TO OTHOLUEHue
JJIMHBI KaXXJ0M AYyru oBaJia. OoNpefesIEHHOM TouyKaMuM A u B Ha rpaHuue
oBaja, K AJIMHE BCEl 9TOM rpaHMIbl MO MeHbLUEe# Mepe paBHO

3
2.a.-+ 3.

3TO YMUCJIO HE MOXKET ObITb YyBEJMYEHO.

III. Tycre C obo3HauaeT KpyBYIO, ofpaunqn-sa}omy}o OBaJl Ha ILIO-
CKOCTHM, S — AJMHY JAYTM 3TOM KPMBOM, r — paCCTOAHUE TOYKU KPUBOM
C ot ukcupoBaHHOM Todyku P oBana u D — puamerp oBaJsa. Toraa
MMEIOT MeCTO HepaBeHCTBa:

| rds
(&
2 D

Ecau oBan obsagaeT LIEHTPOM CHMMMETPUM, TO HYMCJIO T MOXKHO 37A€Ch
3aMeHMTb umcaom 7/} 2. Yueno ! B sTom HepaBEHCTBE He MoXeT ObIThb
3aMeHeHO 0OoJIbUIMM YMCJIOM; @ YMCJIO T UAM 7 | 2 He YJAETCA 3aMEeHUThb
4YUCJIOM MEHBIUMM, YeM 2.

T.

CBer TOro A Aak B 3TOM TpyAe KOPOTKOE AOKAa3aTeJIbCTBO TeOpe€Mbl
Kakesa: Bo BcAKMIA 0BaJl MOXKHO BNUCAThL 10 MEHbLUEHR Mepe ABa KBajgpaTa.



