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§ 1. Le but de cet article est de montrer que si I'on remplace dans
certaines inégalités classiques (p. ex. celle de Tchébycheff) des termes
positifs par des termes a signes alternés, les inégalités obtenues restent
valables, pourvu que les valeurs absolues des termes forment des suites
décroissantes. D’ailleurs cette modification peut quelquefois changer le
signe de l'inégalité (cf. les théorémes 1l et IVa). Une inégalité de ce
genre, qui a d'ailleurs trouve des applications dans la physique mathéma-
tique cf. |4|') a été déja obtenue par H. Weinberger |5|. Cependant
les inégalités classiques de Cauchy-Schwarz et de Minkowski
ne se prétent pas i des extensions de ce genre. Dans les §§ 4 et 5 j'étudie
plus particulierement des inégalités satisfaites par des fonctions convexes.

§ 2. Théoreme l. Supposons que a, a. ~... ~a, >0 et b, -b,
b, -0 et que & =+ 1 (i —1,...,n). Supposons, en outre, que si
l'on divise la suite &,, ¢,,..., . en groupes de termes consécutifs, dont chacun

comprend exclusivement les termes + 1 ou exclusivement les termes — 1, le
premier groupe contient des + 1 et que le nombre de termes d’'un groupe
composé de — 1 ne dépasse jamais le nombre de termes du groupe (compose
de 1) qui le précéde. Dans ces conditions on a linégalité ,d la Tchéby-
cheff” suivante:

I £ Ayt 8sls+ oo £q0a) (8, by HEabatri i T Enba) B
l1a|b| - F;:a'.‘b'.‘"'---—"fnanbn ( e _ = n)1(1| L ke Ll %
')/ Les numeéros renvoient a la bibliographie placée a la fin de I'articie.

) L'inégalité de Tchébycheff correspond au cas ou tous les ¢; sont égaux a- 1.
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Remarque. Il est clair qu'en particulier nous aurons une inégalité
relative aux expressions a signes alternés:

a, b| _agb'_' + ...t a, bn ‘(—a] ——_a._,+ _tgn:lil% —lh;r i_l_)n) .
Démonstration. Supposons que le premier groupe, composé de
+ 1, soit &, &, ...,&p. Posons '

E(a,,...,an, b|,-..,bn)=8| a, b, + ... 'i"enanbn e
1 .
=5 -1,_‘— (e, a‘ + ees + Enan)(E‘ b| + ...Enbn).
I1 faut montrer que E ~0. On a

OE 0
ﬁﬁji+m+mﬁ=m+m+m+m—Smm+m+&m.

Or il résulte des hypothéses de 1'énoncé que l'on a:

by+b.+ ... +b, by +byt...+ba
P n ’

donc el + —(—’E dps%F _‘_’_E > 0. Par suite on diminue E en diminuant
da, Oa, dao

les nombres a,,a,,...,ap, tous d'une méme quantité. On peut atteindre
ainsi que ap=a,.1. On répéte le méme raisonnement en échangeant les
réles des a; et des b;; on diminuera encore E en supposant que by=b, .
Or ¢,.1 appartient au deuxiéme groupe, composé de — 1, il en résulte que
lorsque ap =ay+1 et by =b, .1, E devient une expression analogue a la pri-
mitive, ou cependant les nombres des termes des deux premiers groupes
sont diminués chacun d'une unité. On poursuit le mémo raisonnement: si le
deuxiéme groupe des e;, composé de —1, était ep.1,...,6p. s (< p), les
nombres des termes des deux premiers groupes seront finalement dimi-
nués de s, c.ad. le deuxiéme groupe des & va disparaitre, tandis que le
premier, s’il existe encore, se réunira avec le troisieme. Les suites a;,b;, i
qui restent satisfont évidemment a toutes les conditions de 1'énoncé, mais
le nombre des groupes de termes négatifs de la suite & sera diminué
d'une unité. En procédant par induction on est donc réduit soit au cas
ou la suite & est composée exclusivement des + 1, c.ad. au cas classique
de Tchébycheff, soit au cas ou tous les termes disparaissent, dans ce
cas I'on a E=0. L’énoncé I est donc démontré.
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§ 3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz
(a;b,+ ... +a,b) <(a}+...+a®)(BF+ ... + b2)

ne peut étre étendue d’'une maniére analogue. On a, en effet, si

a,>a,>0 et b>b=>0 (a,b—a,b,)* > (a2—ad)(b?—0b2),

le signe d’égalité n’ayant lieu que si g‘ %

g 2
(a, b, —ay b, + a3 by)* << (a?—a? + a?) (b} — b + b?), par exemple dans le cas
oun a,=4, a,=3, a;,=2, b,=3, b,=2, by=1, tandis que I'négalité
change de signe lorque a,, a,, b,, b, restent les mémes, alors que a, et b,
deviennent assez ;l)etits. On sait que si a,, ..,a. et p sont positifs, alors

; mais, d’autre part, l'on a

(af +af+ ... + a',j)_" est une fonction décroissante de p (cf. par exemple

Hardy-Littlewood-Pé6lya, 3, theorem 19, p. 28). Or H. F. Wein-

berger a trouvé (|5] cf. aussi |4| et {1]) la propriété analogue suivante:
|

(@ —af +...+a?)? ot a,>a,>...>a, >0, p=>0, est une fonction
croissante de p. Il en résulte que l'inégalité

(a,bl—agbg—i— ...i_anbn)z‘t(a?—ag + iaﬁ)(b‘f—b; + i‘_bf')

est exacte dans le cas particulieur ou b;=1 (i=1,2,...,n). Dans le livre
citt de Hardy-Littewood-P6lya on démontre aussi (theorem 18,
p. 28) que log (a? + a2 + ...+ af) est une fonction convexe de p. Il
n'existe pas de proposition analogue relative a expression

log (@ —af +...1+df), a;>a,>...>a>0, p>0;

car si I'on constate aisément que log (a} —af) est une fonction concave
de p, il n’en est plus toujours de méme de la fonction log (af —a} + af).
On le voit, par exemple, en posant a,=10, a,=09, a,=1, car alors
(@ +a)f < (@, —a, + ) @] — ] +a)

§ 4. Dans le cas de quelques autres inégalités on obtient cependant
des résultats positifs. Considérons I'inégalité appelée par Hardy-Little-
wood-Pé6lya ,a companion to Minkowski inequality” |3], theorem
27, p. 32)

On a
(@ +ap+..+af +(by+t bt ..+l + o+ th o+ W=

o S@Ab 4 @bt +@ B+ 1)

si p>1, et I'inégalité contraire lorque 0 < p <" 1.
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On a le
Théoréme 1l. Lorsque a, a, ... a, ~0;b, b, +... b, =0
ok, ks ... >ka=>0n -2),0na

(al '_‘a2 + Vs an)p + (bl —bz ‘T" ”._*_b")l) —+ A o ‘+‘ (kl _‘k2 + can —i—.k")ﬂ
@ +br+ .. F k) —(@ b . k) (@ b+ k)

lorsque p > 1, et l'inégalité contraire lorsque 0 — p-_1.
Cette inégalité est une conséquence immeédiate du théoréeme de H. F.
1

Weinberger, cité au § 3, car I'expression (af —a} + ... ra’)? étant une

fonction croissante de p, on a, en effet, si p =1, par exemple, a, —a, *
1

T .t @ (@¥—af ... Ta?)” et I'inégalité contraire lorsque 0 —p - 1.

11 existe cependant un autre énoncé analogue a 1’énoncé (A), dans
lequel le signe de cet énoncé est conserve.

Théoréme IIl. Lorsque ¢, a, ... a, 0;b, ~b, ... b,>0;
. ki ks ... kp>=0etn 1ona
(a‘ ] b| + ages T kl)”_(a: { b2 -+ 5o k._,)p SR (a“ H b" + cos - kn)”
fali=al Sans pah)Sallg subi+ 0.0 w982 ik — ks 4 ke

lorsque p 1 et linégalité contraire lorsque 0 p - 1.
En procédant par induction nous allons distinguer deux cas:
1 n est impair.

Désignons par E la différence entre le membre gauche et le membre
droit de l'inégalité. On a

,?‘g' o5 p(au = - {ofm Lot - k")p—l —pa,,"—‘,

da,

0E OE
donc - = -0 lorsque p=—1 et ol 0 lorsque 0 - p 1. Dans le premier
uda,

all
cas, par exemple, l'expression E ne peut que diminuer lorsque l'on rem-
+ place a. par 0, et puis, d'une maniere analogue, by,...,k, par 0. Mais
alors on est réduit a l'inégalité de 1’énoncé, dans laquelle n est remplacé

par n—1, c.ad. par un nombre pair. Le raisonnement est tout pareil
lorsque 0 < p~ 1. \
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2 n est pair.

. OFE JE
—_—— €L 13 p—1 p—1
Cette fois i pla, + ...+ k) + pa,” ', donc T
JE

p—1et 7 0 lorque 0 p- 1. Dans le premier cas, par exemple,
I'expression E ne peut que diminuer lorsque l'on remplace a, par a.—_i,
et puis, d’'une maniére analogue, b, par b i,...,k, par k. . Mais alors
on est réduit a I'inégalité de 1’énoncé, dans laquelle n est remplacé par
n-2. Finalement, on est ramené soit au cas n =1, dans lequel l'inégalité
de I'énoncé est classique, soit au cas n =2 et puis au cas ou a,=a,,..
k., =k,, dans lequel l'inégalité devient une égalité.

Pour ce qui concerne l'inégalité de Minkowski proprement dite,
c.ad. l'inégalité:

-0 lorsque

b

1
(@, + .. 4 @)? +4=(b; + .ok ba)? + i (kg +oov -+ ka)? |

1 1 1
(@ + b8, + k2P (@ F b+ R L (@ bt k)P

lorsque p-1, et 'inégalité contraire lorque 0 << p--_1, des exemples sim-
ples montrent que des énoncés analogues aux énoncés II et IIl n’existent
pas.

§ 5. Soit ¢ (u) une fonction convexe pour u ~0 et s'annulant pour
u=20, a,,a,,...,a, des quantités positives. On a l’'inégalité connue: ¢(a,)+
Fgla)+ ... +¢lan) < pla, +a, + ... +a,). Voici un énoncé analogue:
~ Théoréme IV. Soit ¢(u) une fonction convexe pour u 0, Sannulant
pour u=0. Supposons que

0 =Siaircabimn agrs by %0, ~a:bist-sbaso gl -+.a4
alors on a Ulinégdlité: ¢(a,) + ¢ (as) — ¢ (b)) —¢(b.) .= ¢(a; + ay— b, — b,)
(on peut évidemment échanger les indices 1 et 2 dans les a ou dans les b).
Nous supposerons dans la démonstration que ¢ (u) est convexe au sens
strict et que cette fonction posséde partout une dérivée. Posons
E=g(a,) + ¢la.) —g¢(b) —g(b,) —¢la, + a.—b, —b.),

* .
et considérons b, et b, comme variables. L'on a

Ep == —¢'(b)+ ¢ (@ +as—b,—by) et E,=—q'tby)+¢’(a,+a,—b,— by,
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donc si E atteint un minimum, on a, ¢’ étant croissante, b, = b, =a, + a, —
a, + a,

—b, —b,, donc b, = b, = —6—— et, par suite,
E=g¢l(a,) + q)(ag)——3q)(ﬂg—%-).
Or cette expression est non-négative, car ¥ (ai)—:g—qJ (a,) >¢ ‘ g'—;-—q"-’) en vertu
@ (u)

de la définition d'une fonction convexe, et, d’autre part, — est une

fonction croissante de u, en vertu des conditions de 1’énoncé. Il faut
encore étudier la frontiere du domaine de variabilité. Lorsque b, =a,,
I'on a E=¢(a,) —¢(b,) —¢(@a—b). Or a,—b, >0, car autrement on
aurait b, + b,>a, +a,, donc E >0 en vertu de linégalité classique
() + ¢(y) <g(x+ y)(x=>0,y=>0). Lorsque b, =a,, l'on a E=¢(a,)—
—g@(b,) —@(a,— b,). Or by < a, en vertu de la condition b, +b, <a, + a,,
donc on voit comme tout 4 ’heure que E > 0. Lorsque b, =0, E =¢(a,) +
+ ¢(a,) —¢(b)) —@(a, +a,—b,) et b, varie entre a, et a,; lorsque
b,=a, ou b,=a, E s’annule et d’autre part

ddb_‘ [‘P(al)+¢(a2) —e@(b)—gla, +a,— bl)l ='P' (a, +a,—b)—¢'(b).

Si cette dérivée s’annule, I'on a a, + a,— b, = b, et l'inégalité a démontrer
se réduit a

p(@) +ola)  (a +a,
Covent it S 1)

Supposons enfin que b, + b, =a, + a,. L'on a E=¢(a,) +¢(a,)— (b)) —
—@(a; + a,—b,;). Or nous avons déja vu que cette expression est non-
négative. L’énoncé IV est donc démontré.

Corollaire. Soit f(x,y) une fonction définie pour 0 < zx,~- x <X,
0 <<y,<<y<_Y, positive et ayant des dirivies partielles f,f,,fxy, continues
et positives, et ¢ (u) une fonction Sannulant pour u=0 et convere pour
u>0 Six,<xr<X ety,<y<Yon a linégalité

¢lf(x, 9 + (X, Y)—f(x,Y)—f(uX)] ~olf@yl +elf(X,Y)]-
—olf(x, V)] —olf (v, X,

Faisons voir que les conditions de 1'énoncé IV sont remplies. Il
est évident que les hypothéses du corollaire entrainent les inégalités
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0 <f(x,y  flx,Y)<f(X,Y) et f(Y,x)>0. L'inégalité f(x,Y)+ f(y, X) <
< f(x,y) + f(X,Y) résulte du théoréme de la moyenne bien connu:

f(xvy) +f(X,Y)—f(J’-',Y)_'f(y,x)=(x_$)(y—y)fx,v(f,'l)»

ou r<&<X et y<n<Y. Lénoncé IV peut étre généralisé de la
maniére suivante.

Théoreme 1Va. Soit ¢(u) une fonction convexre pour u 0 et sannu-
lans pour u=0. Supposons que

0<<a« b, < a,

0<<a,<by<a,
bn 0, b, +...+bs<a, +... +an

0 an—1 by 1 a,
Alors on a linégalité:
P (@) + @(as) + ... +@lan)—@(b)—g(by)—...—¢(bn) -
: >pla, 4+ a; +.0+F @ —b—b,—...— bal.

Nous supposerons dans la démonstration que ¢(u) est convexe au sens
strict et posséde partout une dérivée. Pour n =2 l'énoncé IVa se réduit
évidemment a I'énoncé IV, nous procéderons donc par récurrence. Posons

E=g¢la)+...+pla)—epb)—...—@b) —¢la,+...+8— b, — ... — ba) -
Considérons les quantités b, b,,...,b, comme variables. On a E, =
—¢'(b)+¢'(a,+ ... +an—b,—...—b,). Sidonc E,,=0(i=1,...,n), on
b o q
abi=a +..+tap—b,—...—b, donc b; = —a_‘in-—Lli et par suite

I g @) .. tol) _ia+.. ta
n+1 n+1 ( n+1 )

On voit comme dans la démonstration du théoreme IV que cette ex-
pression est non-négative.

Etudions maintenant E & la frontiere du domaine de variabilité.
Lorsque b;=a; on obtient, en tenant compte de l'inégalité a;.—y <" a; < a4y,
I'inégalité de 1'énoncé, ou les nombres des variables a et b sont diminués
chacun d’'une unité. ‘

Lorsque b; =ai;1 (i est un des nombres 1,2,...,n—1), la conclusion
est la méme que dans le cas précédent.
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Lorsque b, =0, on a E=¢(a,) + ... +¢(@)—¢@(b)— ... —p(bui_1)—
¢lay+ ...+ ap b —...—bs_y). Daprés ce qui précéde on peut
supposer que by,b,,...,b.—y sont contenus a l'intérieur des intervalles
(ay, ay),...,(as—1,a,) respectivement. L'on a donc, dans le cas d'un mini-
mum de E, ¢’ (b,) =¢' (bu—1) =¢ (@, + ... + ay— b, —... - b, 1) d'ou b,
=...=by1=@a, +...+ap—b,— ... bu—i “c¥X d* b, =f T="p, " E
a + Gy + ... T Qi

= 5 . L’inégalité a démontrer se réduit a
U (al) - e e (p(a,,) o _a_|—f__--_- + all__
n J ( n /

Lorsque b, +~...+by=a, + ...+ a, l'on a E=¢(a;)+ ... + qla,) —
—q¢(b)—...—¢(ba-1)—e(a, +...4+an—b;— ... —ba 1), on obtient donc
la méme expression que dans le cas précédent.

§ 6. Voici une autre proposition relative aux fonction convexes, qui
ressemble, dans un cas particulier, & 'énoncé IV a:

Théoréeme V. Soient ¢(u) une fonction convexe et croissante pour
u 0, ¢(0)=0, et (a,, b,),(as b.),...,(an bs) un systéme d’intervalles situés
sur l'axe Ox, tel que tout point de cet are appartienne a p de ces intervalles
au plus. On a linégalité: ‘

E(bi a) K¢, pg¢ ‘{Elq'(b,)—(p(aa)l}-

ou les sommes sont étendues d tous les intervalles (as, bi), K (¢, p) désigne un
nombre qui ne dépend que de p et de ¢ (x), et ¢ ! la fonction inverse de ¢ (x).
On a d'ailleurs

K (g p) - sup

_pE o
x>0 @ gl Iptp(x)l

} l‘q" v . 2
Si woF est non-décroissante, on peut remplacer sup par lim

x>0 x>

En particulier K (¢, 1)=1.

Dans la démonstration on peut admettre que ¢(u) est une fonction
convexe au sens strict et dérivable. Supposons d’abord que p=1, on
a K(p,p)=1. En procédant par induction supposons d’'abord qu'il s’agit
d’un seul intervalle (a, b). L’inégalité 2 démontrer pourra s’écrire: ¢(b —a)

@(b)—eg(a) ou ¢(b) ~¢(a) + p(b—a); c'est une inégalité classique.
Supposons le théoréme établi pour n intervalles:

i‘ (b — ai)
o= |

¥ N e (b) — ¢la)]
1

—
=
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et faisons voir que cette inégalité subsiste lorsque l'on remplace n par
n + 1 (on peut supposer que a, << b, = ...<<a, << b; << as 1<"bu;y. Si l'on
a an+1= b, l'inégalité obtenue se réduit évidemment i celle relative & n
intervalles, supposons maintenant que a.:: croit, la différence b, |—
a.+1==C restant constante, le premier membre de 1’inégalité ne change
pas, tandis que le second est une fonction croissante de a.;1, car il en
est de méme de la différence ¢ (b, 1) —@ (@, 1). La proposition est donc
établie pour p=-1. On constate que dans ce cas 1’énoncé V ressemble
beaucoup 4 IVa.

L’extension au cas de p quelconque sera obtenue i 'aide du lemme suivant:

l.emme. Etant donnée une suite finie d'intervalles ouverts situes sur
une droite et tels que chaque point de la droite appartienne @ p de ces inter-
valles au plus, il est possible de décomposer cette suite d’intervalles en p suites

partelles telles que chaque point de la droite appartienne a un intervalle au
plus de chaque suite.

Désignons par 1,1, ..., I. les intervalles de la suite considérée. Ces
intervalles définissent une suite finie d’intervalles (u,, f,), (as, fa), ---, (tr, Pr)
tels que chaque point d’'un intervalle (ai, §;) est couvert par exactemant p
intervalles I (on suppose d'ailleurs que les intervalles (ua;, ;) épuisent
tous les intervalles ayant cette propriété). L'intérieur d'un intervalle
(ai, fi) ne contient aucune extrémité d’'un intervalle I, tandis que les
points «; et f; en font partie. Choisissons un des intervalles I, soit J,,
qui couvrent lintervalle (a,f,). Supposons que l'intervalle J, couvre
les intervalles (a,,#,),(as, Bs)-..,(as, fs), mais ne couvre plus l'intervalle
(as+1,8s 1)(s ~1). Parmi les p intervalles I qui couvrent (as:i,Bs:+1)
choisissons celui, soit J,, qui n’empiéte pas sur J, (un tel intervalle
existe, car autrement une partie de J, appartiendrait a (p + 1) inter-
valles I). Supposons que lintervalle J, couvre les intervalles (as.i,
Bs 1) (as 2, Bs+2), ..., (ar, fr), mais ne couvre plus lintervalle (as.1, B 1)
(t .~ s+ 1). Parmi les p intervalles qui couvrent (a: i,fr 1) choisissons
celui, soit J,, qui n’empiéte pas sur J,. En continuant ainsi on formera
une suite partielle d'intervalles I, soit J,, Js,Jy,..., telle que chaque point
de la droite appartient 4 un des intervalles, au plus, de cette suite. Il est
clair, en outre, que chaque point de la droite appartient a (p — 1), au plus,
des intervalles I restants. En poursuivant le méme raisonnement, ou p
serait remplacé par (p—1),(p—2),...2, on achéve la décomposition de la
suite des intervalles I dont il est question dans I'énoncé.

Remarque. Il est curieux que le lemme qui vient d’étre démontré
ne s’étend pas au cas ou l'on remplace les intervalles situés sur une droite



ug Mieczystaw Biernacki

par des rectangles dont les o6tés sont paralléles aux axes des coordonnées.
A. Bielecki a, en effet, construit un exemple (simplifié par J. G. Mi-
kusinski) d'une suite de 16 rectangles en question, telle que chaque
point du plan appartient i deux rectangles, au plus, de la suite, tandis
qu'il est impossible de décomposer cette suite en moins de 4 suites par-
tielles, composées de rectangles non empiétants (voir A. Bielecki, [2]).
Le probleme suivant ne semble pas résolu: Etant donnée une suite finie
de rectangles, dont les cotés sont paralléles aux axes, et telle que chaque
point du plan appartient 4 p de ces rectangles au plus, peut-on toujours
décomposer cette suite en m suites partielles de rectangles, telles que
chaque point du plan appartienne a un rectangle au plus de chaque suite
partielle, le nombre m étant fonction de p seulement m = m(p)?
Considérons la suite d’intervalles dont il est question dans I'énoncé
V et les p suites partielles dont il est question dans le lemme. Posons

Ai=g ‘:l‘k'{b:}-—ﬂai)]}, t=12,...p,

chacune des p sommes étant étendue a4 l'une des p sommes partielles.
En vertu des propriétés de ces sommes et des résultats déja établis, 'on a

Moy A1 a, 30 4 A

ou la somme s'étend a tous les intervalles considérés. Pour obtenir 1'énon-
cé V il suffit donc d’étudier sup de l'expression

A+t A
7 HelA) + ...+ 9(4))] °

——
&=
—

ou A,...,Ap, sont des quantités positives quelconques.

Supposons que 4, + ... + Ap,=C, C étant une quantité fixe positive
quelconque. Si A;# 0 (i=1,...,p) on peut appliquer la méthode des
multiplicateurs de Lagrange et I'on trouve

ot Yot —( N a)e | Yoo s+ 2l U Vo) =0

(i=1,...,p).
11 en résulte que A, = A,—... = A, =x et l'expression (+) se réduit a
pIT

¢ 'pg (@)
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Lorsque A;=0 on est ramené au méme probléme, ou p est remplacé
par (p—1). On voit donc que sup de l'expression (*) ne dépasse pas

A

sSu —~ 1)
P o1 Thg ()]

oungs Oxlet BllonaGArsiip.
Or il est facile de constater que Ax:¢ !|ip(x)| est une fonction crois-
sante de 2. En effet, ceci s’exprime par l'inégalité x¢’(x)—¢(x)=0 (x> 0),

q'[l.r\l

qui résulte du fait que - est une fonction croissante de x. L’inégalité

principale de I’énoncé V est donc établie.

L’inégalité su ke, il p est immédiate, car si p>1 po(x)=>
=5 o 'pp ()] g
¢ (x) et, p~! étant croissante, ¢ !|pg(x)| ¢ '@ (x) — x. D’ailleurs
px

SUp —5+—
=0 ¢ [pgla)]
peut atteindre la valeur p:ceci a lieu, par exemple, lorsque ¢ (x)=e*—1.
Par contre, lorque ¢ (x)=x* (k > 1) la borne supérieure étudiée est égale
1
a p!~7%. Il reste & établir la derniére partie de l'’énoncé V, relative au
cas ou ¥ est croissante. Il suffit évidemment de montrer que l'expression
7

X
¢ pe()l

eSt dans ce cas une fonction croissante de x, c. a d. que lon a

E=y "|pp(x)|—xpe " [pp(x)] ¢ (x)>0. Posons pour abréger y=¢ * [pp(x)]

(I'on a y >x), il faut donc établir que y— xp z% -0 ou que y¢’ (y) >
px¢’ (x); or ¢ (y) = pe (x), donc la derniére inégalité équivaut a 3%7(;—!)", >
%;(;)5), c’est ce qui résulte de I'hypothese, car y — x.
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Streszczenie

Udowadniam nastepujace nieréwnosci:

I (analogon nieréwnosci Czebyszewa).

Jesli @y >a,>...20an >0, b, >by, > ... >b,~0a¢i=711(i=1,...,n).
przyczem &, =1 a liczba kolejnych —1 w ciagu &, &y, ..., &n nie przekracza
nigdy liczby kolejnych -- 1, poprzedzajacych wymienione —1, to zachodzi
nieré6wnosé

] ,
F|a| bl +...+ EnQpy bu 5 (8| [ 5 B 'L‘l‘fn an)(l"| b| Sy T Fnbn).
H." JeSli @) o Q. o5 oae < Qg ' 0, D by 2507 M0, FIWOT Jc B ke,
k. 0, n 2
to jest

(a.—a._. :—...ftau)p“r"(b,—b._»—f- :.b")P i 0 O (k|—k._y‘1 o kn)p

@+ by + . kP —(a? | b+ k) + .. (@ b LKD)

o ile p - 1, nierdwnos¢ przeciwna zachodzi gdy 0- p- 1.
III. Jesli ciagi ai, bi, k; spelniaja te same zalozenia co w tw. II
an -1, to jest

(@ 4907 plmd gyl ip e |yl |+ (g, 4 by F g k)

(@ —af + ...+ @)+ (bP — by b bE) L (et —kE ..+ k)

gdy p -0, nierbwnos¢ przeciwna zachodzi gdy 0 p 1.

IVa. JesSli ¢(u) jest funkcja wypukia dla u -0, ¢(0)==0, oraz
0<a| b| a-_), 0 a2 b~_) 0.3,...,0 a, 1 b" 1 Qn, b" 0, bl+"' +
+ bn _a, + ...+ a4 to zachodzi nieréwnosc

(/'(a,) “+ ...+ !/*(a,,)—(]'(b,)“‘ L% G (b,,) q'(a.l + ... +a,— b, — ... — by).

V. Jesli ¢ (u) jest funkcja wypukig dla u - 0,¢(0)==0, zas (a,,b,),...,
(an, bs) jest ukladem przedzialow otwartych na osi Ox, stakich, ze kazdy
punkt tej osi nalezy co najwyzej do p takich przedzialéw, to zachodzi nie-
rowno$é

Nibi—a) Kigpo ') N lob)—ganl}.
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w ktorej sumowanie rozcigga sie na wszystkie przedziaty (a;, bi), ¢ ' ozna-
cza funkcje odwrotng do ¢(x), a

K ( ) < su s
O e g ()] P

wy' (u

!1”] jest niemalejaca dla u -0, to
|

Jesli pochodna

. px
K(p,p)=1lim —=+— '
(" P ey (P 1 Ipfﬁ (x)]

Jest godnym uwagi, ze podobne do poprzednich analogony nieréwnosci
Cauchyego-Schwarza i Minkowskiego nie istnieja.

Pe3wome

Hoka3aHbi cJleqylOLIMe HepaBEHCTBA!
I. (ananor HepaBeHcTBa YeOblwuieBa)

Ecan a,>ay,>..,>a, >0,b;2b,>...> b, -0, a &,=11(i=1,...,,n),
npuuémM & =1 u 4YuCIO mMocaenoBaTeJbHbIX —1 B IOCJIE€ZOBAaTEJHOCTH
£y €9, -+, €n HEe IpEBBILIaeT HMKOrJa YMCJa MocjenoBaTeNLHbBIX - 1, npea-

WIECTBYIOLINX YIIOMAHYTBIM '—1, TO UMeEeT MeCTO HEPABEHCTBO

1
&y a, b( = = = ] a"b” R (E|a| = 000 l""au)((“| b| | En bn)
II. Ecima, =2a,.~ ... 2a, > 0,b, =by, ~...by="0,.... k.2l ... = ka0,
n 2, To(@=—ay+... T @n)? +(b, — bs-F... T bp)P 4 ...+, = kat... T kn)? <
af 4+ b2 + ... 4 kf) —(a@ + bf + ...+ k) + ... (af + o7 A SR

IIOCKOJIbKY p  1; NpOTMBOMOJNIOXKHOe HepaBEeHCTO MWMEeT MeCTo, KOraa
0<p<l

II. Ecam nocinemoBaTesnbHOCTH ai, b, ..., k: moanexaT Tem >ke ycJjo-
BuAM, Kak B Teopeme II, a n +1, To umeem

@+b +...+k)Vf—(@g+by+ ... + ko)’ + ... (@ + b+ ... + kn)?
(@f—af + ... Taf) + (bp—bf + ... +b8) + ... + (kf — Kk + s R

IIOCKOJIBKY P l; npoTuBOMNOJIOXKOE HepaBEHCTBO MMEET MeCcTO, KOrga
0<p<1.
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IV. Ecau ¢ (u) dyHkuma Beinyknaa ana u >0, ¢(0)== 0, npurom

0 <a| bt_) anz. 0 - a-_) b._| a:” ceey 0 = a"- 1 bn—] an, b" 0,

b|+ + bn apsR 4=
TO MMEEeT MeCTO HE€paBEHCTBO
'I’(a|)+-.-+(P(an)_'}’(b|)—'..._f;'f_b,-;} f[’(al + ... T a, b|“"..._b”’.

V. Ecmn ¢(u) dbyukuma seimykaaa gaa u 0, ¢ (0)=0, a (a,, by), ...,
(an, ba) MpeacTaBIAeT CHMCTEMY OTKPBITBIX MHTEPBaJOB Ha ocu 0 TaKuX.
YTO BCAKas TOYKA STO OCH NMpPUHALJIEKMUT, caMoe Bonbllee, K YMCIy P
TaKMX MHTEPBAJIOB, TO MMeeT MECTO HEePaBEHCTBO
g 2 i\ |
Ni—a) < K@,pe ' Y le)  glal],
B KOTOPOM CyMMMpOBaHMe pPAaclpoCTPaHAeTCHA Ha BCe MHTepBa/bl (a;,— b;):
¢ ' obo3HauaeT pyHKuMIO 0BpaTHYIO K 7, a

px
K (¢, S -
(7. ) S v pe (x|

D-
u 1,._’_(11,]

Ecan mpousBogHas OyHKUMU
o (u)

HeyObiBatomaAa ansa u - 0. To

] T
K (p,p) =lim B
e ¢ po ()|
3acnyxuBaeT BHMMaHMA TO, YTO He CYIIECTBYeT aHaJlor HepaBeHCTB
Koum-HIBapua 1 MMHKOBCKOro, MoXoXXMit Ha NMpealecTBYOLNMA.



