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Sur une inégalité intégrale
Pewna nierownosé catkowa

Hexo’ropoe HHTerpajbHoe HepaBeHCTBO

1. Ce travail est consacré a la démonstration élémentaire d’une
inégalité intégrale.

Les intégrales considérées dans la suite peuvent avoir la valeur + co
(sauf la supposition contraire). Comme d’habitude nous allons admettre que
4 0o < 4+ 0o et que x << + 0o pour tout x fini.

Soient A, et A, deuxr ensembles mesurables. Soit f une fonction me-
surable sur A= A, + A, et soit g une fonction sommable sur A (c’est-a-dire
telle que lintégrale |'g(p)dp soit finie). Soit

A
0< f(p,) < g(@) < g(ps) < f(p2) BY)
pour chaque coyple de points p,, p, tels que p,e A, et p,€eA,.
Si _
fgmdp < [fp)dp 2)
A A
alors
Jlg*dp < J |f(P)I*dp (3)1)
A A

Démonstration. Nous pouvons supposer que les ensembles A,
et A, sont disjouints. Etant donné que les fonctions g et f sont non

) Je remercie M. M. Biernacki pour une remarque qui m’'a permis non
seulement de simplifier considérablement la démonstration. mais aussi de généraliser
ce théoréme.
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négatives et mesurables (donc de méme g° et f*) les intégrales (2) et (3)
existent mais peuvent avoir la valeur -+

I. Nous avons supposé que g est sommable. Supposons de plus que
f est sommable. De l'inégalité (2) il vient

_‘. g(p)— f(p)dp _‘-f(p)—g(p)dp (4)
A 1

Posons
h(p)=- f(p)—g(p)

C’est-a-dire que f(p)= h(p) + g(p). La fonction h est sommable et

h(p)< 0 peA,
pour
h(p) > 0 pe A,

De l'inégalité (4) il résulte
I hipdp — | h(prdp
4, A

En vertu de (1) il existe un c tel que

g(p) < ¢ g(p.)

pour tout p,¢ A, et tout p. € A,.
Nous avons

0> h(p)g(p) - ch(p)
-
pour peA,. La fonction h étant sommable, la fonction hg l'est aussi

dans A,. Donc

IRV gpdp ¢ [ hipdp —c | h(p)dp
A, < A,

De méme

h(p)g(p) ~ ch(p) 0
pour pe A, et

I hpgmdp ¢ | hip)dp
» A,

(la fonction hg peut ne pas étre sommable dans A,)
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Il en résulte que

I hp) g(pdp= | h(p)g(p)dp - | hip)g(p)dp 0
A A

A,

Remarquons enfin que

," If (p)|*dp = J' |k (p) + g (p)|*> dp = .
A A

r

——AJ' Ih@)dp +2 | h(p)g(Pdp — | |g(p)|*dp 1 lg®|*dp
A A A

ce qui entraine l'inégalité (3).

II. 1l reste a considérer le cas ou ‘l. f(p)dp= +
A
Nous avons

0- f(p g ¢
pour pe A,, donc
0 | ftpydp | g(p)dp
H

A

g étant par hypothese sommable dans A, donc aussi dans A, A, la
fonction f est sommable dans A, et I'intégrale ’ f(p)dp est finie. Par suite
1]

[ f(p)dp= +

A,

Mais pour pe¢ A, nous avons ¢ < f(p) et cf(p) -~ |f(p)]*, donc

T 1f@ldp ¢ | f(pdp= +
A, A,

Ainsi ’ [f(p)|*dp = + coet l'inégalité (3) est vérifiée, que la fonction
A

g- soit sommable ou non. Ce qui achéve la démonstration.

2. 1l est facile de montrer qu'il ne suffit pas de supposer f et g

mesurables. Si I'inégalité (1) est alors vérifiée et les deux intégrales (2)
sont infinies, il peut arriver que l'inégalité (3) ne soit pas vraie.
I’exemple suivant le prouve. Soit

A= {1, + o), A2, WG = —, f(x)-
] x
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Alors
1 1 3
o T y’:c, Yk 023 y’:r._, T,

pour 1 <x, et 1/2 <x, <1, et
i I dx X
‘ gx)dr= | vy==+o0c0oL +00= | — —J f(x)dx.
- - x
/2 ' "’
Donc les fonctions f, g sont mesurables et les conditions (1), (2) sont
vérifiées. Pourtant

([g(x] dx= {—'-_-*' >2“"fd:I If(x)l’d:c

et (3) est en défaut.
On peut montrer que si A est de mesure finie, ou bien si A, est de
mesure finie et ¢ > 0, cette circonstance ne peut pas avoir lieu.

3. Signalons un cas ou notre inégalité est particuliérement simple:

Supposons que les fonctions f, g soient définies et faiblement crois-
santes dans lintervalle fermé [a, b ), f(a) > 0 et qu’il existe un de(a, b)
tel que

f(x) < g(x) xe  a,d)
pour
f(x) > glx) re(d,b)
Si
? :
[9@dz < [f(z)dx
alors .

b b
[lo@)dz < [ [f(2)]*dx.

4. L'inégalité (3) peut avoir des applications dans les démonstrations
directes et élémentaires du Calcul des variations. Par exemple il résulte
immédiatement de cette inégalité que dans la classe des fonctions som-
mables u(x) > 0 pour lesquelles

b
fu(x)dx:k(b—a)
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(ou k est une constante) la valeur minimale de l'intégrale

b
Iu| =f |u(x)]?dx

a

est atteinte pour la fonction constante u(x)=1k.

Streszczenie

Przypusémy, ze A, i A, s3 dwoma zbiorami mierzalnymi. Niechaj f

bedzie funkcjg calkowalng w A (to znaczy, ze calka ‘-g(p)dp istnieje i ma
warto$¢ skoriczong). A

Przypusémy, ze

0<f(py)) < g(p) < g(pz) = f(p.)

dla kazdej pary punktéw p,, p, takiej, ze p,¢ A, i p,¢ A..

Jezeli

Jgdp < [f(p)dp
A A

[ lg®I2dp < [ 1f (p)|2dp
A A

Pe3wMme

Npennonoxum, uro A, u A, cyTh ABa u3Mepumble MHOXecTBa. [lycTs
f ecTh byHKUMA onpepenéHHas M M3MepUMMasA Ha MHOXecTBe A=A, } A,,
M NYCTh g €CTh (PyHKUMA MHTErpMpyemMasa Ha A (3TO 3HAYMT, YTO MHTE-

rpaJ "g(p) dp CcyuecTByeT M MMeeT KOHeYHOe 3HauyeHMUe).
A

IIpeanonoxum, uro 0 -« f(p,) <" g(p,) =~ g (Ps) < f (p,) ANA BcAKON napbl
TOYEK Py, Ps, UTO P, € Ay, Po€ A,.
Eeau

I'gtprdp < | f(p)dp
A A
mo =

J g2 dp - 'Af lf(@)*dp.

A






