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Sur quelques applications de la formule de Parseval. Il
O kilku zastosowaniach wzoru Parsevala. 11

O HeCKONbKHX npumeHeHHax dopmy.ibl [lapceraa. Il

§ 1. La formule de Parseval

(1) H(f.g.:c>=mx_a~— |f( ()dz,

z
dans laquelle

f(Z)—-;, an 2", g(2)=2b,,z" et H(x)=£a,,b,.x",
n=0 n=0 n—0

(nous dirons briévement que H (x) est une H-composition des fonctions f
et g) et C est une courbe fermée contenant l'origine a son intérieur, tan-
dis que la fonction f(2) est holomorphe a l'intérieur de C et x choisi de
maniére que g(tx/z) soit holomorphe pour tout zeC et pour tout t de
l'intervalle 0 <t <1 a été appliquée par J. Hadamard [3]') dans la
démonstration de son fameux théoréme sur la multiplication des singulari-
tés des fonctions analytiques. Dans un article précédent [1] j'ai appliqué
la formule (1) dans le cas des fonctions holomorphes. Je vais exposer
actuellement quelques autres applications du méme genre 2).
Voici les notations employées:

M (7, f) = maximum de |f(z)| dans le cercle |z| < 7;
2=

Ik('r f

5;’ If{re'"}"’d()l (k=0);

!) Les numeéros renvoient a la bibliographie placée a la fin de Varticle.
!} Les principaux résultats de ce travail ont été exposés au VIII-e Congrés des
Mathématiciens Polonais (Varsovie, septembre 1953).
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S(r, f)= aire de la surface de Riemann décrite par f(z) lorsque z dé-
crit le cercle |z| <r.

Je supposerai dans tout ce qui suit que f(z) et g(2) sont holomorphes
dans le cercle |z << 1. En posant |x|=7 (0 -<r-1) et en prenant pour C
la circonférence |z| = }/r %) on déduit de suite de (1) 'inégalité

I M(r,H)<IL,(Yrf)-M({/rg),

dans laquelle on peut évidemment permuter les fonctions f et g. En po-
sant x =re'?, z=}'r-e'®, en intégrant les deux membres de (1) par rap-
port a4 ¢, entre les limites 0 et 27, et en changeant I'ordre des intégra-
tions, on obtient I'inégalité

11 L, H)<L¥rf)- L rg.

En appliquant enfin I'inégalité de Holder on déduit de (1) I'inégalité
100 M(r,H)<I(yr,f)- I,V g), —1)
§ 2. On sait que

(r f)-—yz
n—l

2 .2n.

n|an|*r*,

' | o L - . ’ I3
or la fonction H (x) = ‘Z n a,* x*" peut étre considérée comme H -com-

n=1
position des fonctions 22§’ (2%) = ‘E na, 2" et f(2)= S a,2* (@ designe
n=1 =y

le nombre conjugué de a), donc d’aprés I et IIl on obtient les inégalités:

(2) S(T,f) -nTM(r,f,)Il (T’f)9
(3) S('I‘,f) ‘/WTM(T’f) Il (T,f'),
@) S 9) < 7rly (rf) Jo . ), o ]

L'inégalité (3) a une interprétation purement géométrique:

L'aire de la surface de Riemann décrite par f(2) lorsque z décrit le
cercle |z <r ne dépasse pas la moitié du produit de la longueur de la
frontiére de ladite surface de Riemann par le rayon du plus petit cercle
couvrant cette surface.

%) Plus généralement on pourrait prendre pour C une circonférence |zl =p(r<<p<1).
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Cet énoncé, qui ne peut étre considéré comme nouveau, s'obtient
aisément aussi par des considérations purement géométriques et est—au
moins dans le cas ou la surface de Riemann se réduit 4 un domaine
convexe — une conséquence immédiate de I'inégalité S < { LD (L longueur
de la frontiere du dcmaine et D son diameétre) due a Hayashi [5].
Il est cependant intéressant qu'’il constitue une conséquence immeédiate
de la formule classique (1) ¢).

Supposons maintenant que f(z) 5= 0 dans le cercle |z|<<1. En rem-
placant dans la formule (1) f(2) par 2f(z’) on pourra écrire:

. PR el UAN (V) (_x_ dz
1) thf,g.r!-—zni" §(2) flz)g z) =,
En supposant toujours que C est la circonférence (2| =} r et que |x|=r
et en profitant de l'inégalité 'ab| < 1(|a>+ 'b!?), on déduit de (1') iné&
galité

H(2f,g, ) ;—M(Vr,sz-) 2/ r )~ (gl

En posant g(2) —-f{z, E @.2" on a en particulier:
n—=0

(5) S < ::M(r‘-zgj) I3 (7, §).

Donc, st la serie .l la? | est convergente (et, a fortiori, si f(2) est bornée
n=0

dans le cercle z|<<1) et si f(2) ne Sannule pas dans le cercle |z|<<1 laire
de la surface de Riemann décrite par f(z) lorsque z décrit le cercle
|z| < <r<_1 ne dépasse pas le maxrimum du meodule de la dérivée loga-
rithmique pour |2| <7, multiplié par un nombre qui ne dépend pas de r

En supposant toujours que f(2)+4 0 on obtient soit de 'inégalité (3).
soit de la formule (1°), ou g(2) = f(2), I'inégalité

(6) s -l (r, iff—') ME (7, f),

qui possede une interprétation géométrique analogue a l'inégalité (3):

) L'égalité a lieu lorsque la surface de Riemann se reduit a un cercle (éven-
tuellement couvert plusieurs fois). Dans l'espace on a une inégalité analogue V< %PR.
ou V est le volume d'un domaine, P l'aire de la surface limitant ce domaine. R le
ravon de la plus petite sphére contenant le domaine.
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Si f(2) 0, laire de la surface de Riemann décrite par f(2) lorsque 2
décrit le cercle |z| < » ne dépasse pas la moitié du produit du maximum
du carré de la distance des points de cette surface a lorigine par la lon-
gueur de la frontiére de la surface de Riemann décrite par log f(2) lorsque z
décrit le cercle |z| <.

En particulier, si cette derniére longueur est bornée, il en est de
méme du rapport S(r,f):M3(r,f), c. a d. f(2) est dite faiblement multi-
valente.

§ 3. Les opérations

zf' (z) et Jf(z)z-_a"dz
0

(f==a, + ... + 4n2" + ...) constituent des H-compositions de f(z) avec
les fonctions

Sﬂ 20 = S t —z—,-l——_—: ~1
~ "= © ";:n o852

respectivement. En profitant de l'inégalité II et de I'égalite

1 | 12 -1 iy
2_3.“(1—2)?‘.‘”’ T1—p (2 =
Q

on obtient de suite l'inégalite

(7 I(r,zf) < 'IITT‘_I:“'TJ’,

que l'on pourrait déduire aussi de l'intégrale de Cauchy:

iyt ) @
f" () 2nirf(z—:c)"'dz'

Or l'emploi de la formule de Parseval est plus avantageux, car il
conduit 4 des généralisations: au lieu de multiplier les coefficiens a, par n.
ce qui fournit zf’, on pourra les multiplier par des coefficients b, quelcon-
ques. pourvu que l'on ait

'J-
-4
T,

L]

7
=

I~

b, 2" de

o
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et linégalité (7) (dans laquelle on remplacera zf' (z) par 2 a, b, 2") sera
toujours exacte: =

§ 4. Voici un autre exemple d'une généralisation de ce genre. Con-
sidérons les fonctions holomorphes p-valentes en aire dans le cercle
12| << 1; ceci veut dire que l'aire de la portion de la surface de Riemann
engendrée par f(z), qui se projette sur le cercle |w| << R, ne dépasse pas,
quel que soit R, pnR? (il est clair que toute fonction p-valente est aussi
p-valente en aire). Selon D. C. Spencer [8] ces fonctions satisfont.
si f(0)=0, a V'inégalité
1
Z

-
(%) Li(r, f) <|pk ‘ M;@'dr
b

Supposons que f(2) satisfasse pour tout r de l'intervalle 0<<r - 1, a I'iné-
galité:

Ar
(8) 1f (2)! < (1—_—;);

ou A et a sont des constantes positives. Si a =1 on déduit de la rela-
tion (*), ou k=1, V'inégalité

A,
Il (r) f) - (1 _r)u—l'
donc, d’aprés l'inégalité (7)
TS —
(9) ¥ ) < T

A, et A, sont des constantes. L'inégalité (9) exprime le fait que lorsque
r— 1, Pordre de grandeur, par rapport a 1/1—r, de la longueur de l’image
de la circonférence !z|=r, fournie par f(z), ne dépasse pas lordre de
grandeur du diamétre de cette image °). L’'inégalité (9) a été obtenue,
dans le cas des fonctions multivalentes en aire, par D.C. Spencer [8] et
G.M. Golusin [2], qui ont fait d’ailleurs une hypothése moins restrictive,
a savoir @ = 1. Il résulte cependant de la démonstration ci-dessus que liné-
galité (9) subsiste (du moins lorsque a = 1) si l'on remplace la différentiation
de f(2) par la multiplication des coefficients de Taylor a,,a,..,an,.. de

) Il résulte de I'inégalité connue de F. Riesz que l'on peut remplacer, dans
cet énoncé, la longu'ur de I'image de la circonférence |z| =r par celle de I'image
d'un rayon arg z= M. 0<<|z|<r.
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f(2) par les termes de la suite 0, by,.., bs,... respectivement, sous la seule

condition que g(2)= Zb,. 2" satisfasse a linégalité

=1

f lg(re'™)|de& < = . (A constante).
g 1—r
Il1 suffit, par exemple, que g(z) soit univalente dans le cercle |z|-< 1
et que g(0)=0.

I1 y a lieu de remarquer qu'une inégalité anzlcgue a (9), mais rela-
tive a la moyenne d'ordre 2, c. a d. I, (r,f), a lieu rour tout valeur po-

sitive de a. On a notamment, sous la condition (8), 'inégalité

(10) L, (r, f’)<—£‘— o ta = 0).

(1—n°ty

L’exemple de la fonction f(z)=2z(1—2)"? mcntre d’ailleurs que l'expo-
sant a + 1 ne saurait étre, en général, remplacé par un ncmbre moindre.
Pour démontrer (10) remarquons que, f(2) étant p-valente en aire, on a,
en vertu de (8):

S(r)=f drf [f' (re'®)|*rde x‘pnf—i-{t--\h ")
0 0 -

2x
En remplacant dans I'expression 7 [|f (re‘®)|*d® r par z on obtient une
0

fonction analytique, qui est la dérivée de S(z), donc, en appliquant l'in-
tégrale de Cauchy, citée au & 3, on obtient l'inégalité

sicls A,
[z (r,f)< (1 __.ﬂ.!_ +1°
c. 4 d. l'inégalité (10). [ est clair que l'on a une généralisation de (10)
analogue a celle de (9).

En tenant compte du résultat que nous venons d’obtenir il est naturel
de se demander si I'inégalité (9) subsiste pour tout a=0? Or la réponse
est négative: pour a positif et assez petit, l'inégalité (9) de Spencer-Golusin

(A, constante)

%) L'inégalit‘e S(r)<<paM*(r) caractérise les fonctions faiblement p-valentes
L’inégalité (10) est donc valable lorsque f(z) appartient a cette classe, bien plus éten-
duc que celle des fonctions p-wvalentes en aire. Ce résultat ainsi qu'un résultat ana-
logue relatif & I,(r,§'). k>2, a été établi par D. C. Spencer [8].
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n'est plus exacte. Considérons, en effet, des fonctions f(z) ==z -+ a,2**!' +
a,2°%*1 4 ... + a.2"*! + ... univalentes et k-symétriques dans le cercle
|z] << 1. On sait que ces fonctions satisfont a I'inégalité
A
f@)| =< Ty
(1—r)*

Donc, en appliquant 'inégalité (9) avec a=2/k, on a
J [f' (re‘®) d - s R
% (L—7)*
-
ce qui conduit de suite, en posant r=1—1/n, a 'inégalité a.| << A;n y
qui constitue I'hypothése bien connue de G. Szegé6. Or Littlewood
a montré [6] que cette hypothése n’est pas exacte pour k assez grand.
Il serait intéressant de déterminer la borne inférieure exacte des valeurs
de a, pour lesquelles l'inégalité (9) est valable.
Cependant (9) est exacte, quel que soit a = 0, dans le cas particulier
des fonctions f(z) univalentes et étoilées par rapport d lorigine (f(0)=0).
On a, en effet, dans ce cas d’aprés G. M. Golusin [2]| p. 25 l'inégalite

() U@ 10
27 I»!_l f(2) a2 1—r

[1 résulte donc de (8) et de (*) que

WL A,
L'r.f } (].—_—T)j.—rl—.

En intégrant on obtient (9). L’inégalité (9) est aussi valable pour tout
a>>0 lorsque, f(2) étant multivalente ), I'on a, ‘pour tout r de l'intervalle
0<<r<Z1:
Br Ar

* (2} << —+——rr,
i (1—r) f Q1—mr)y
A et B étant des constantes positives. En effet, en choisissant un entier 2
tel que Za=>1 et en appliquant l'inégalité (9) a la fonction [f(2)]*. qui
est aussi multivalente, en obtient I'inégalité:

7) On pourrait supposer, plus généralement, que f(z) est ,,en moyenne p-valente”.
c. 4 d. telle que la moyenne le long d'une circonférence |w| =R du nombre de fois
qu'une valeur Re/¢ est prise ne dépasse pas p pour tout R>0.
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28 A
J if el NS e dO < 1 s
donc (9) est vraie en vertu de l'inégalité gauche de (*).
§ 5. Nous nous occuperons maintenant de la moyenne du carré du
module sur une circonférence |z|==r, c’est-A-dire de l'expression I, (r, f).
On sait que

B f)= D lanfrt.

n=0

Or la fonction [gy[* + ... + |as[?x*” + ... est une H-composition des fonc-
tions f(2?) et f(z*), donc, d'aprés l'inégalité I du § 1, on a

(11) L VM.

L’inégalité (11) n'est point nouvelle, car elle résulte aussi du fait connu
que I (r,f) est une fonction convexe de 1/k et de 1'égalité M(r, f)=lim In(7,f)-
oo oo

Considérons maintenant ’expression E(r, ') = Tn’la,, 24272 Or la fonc-
P 2 P
n=1

tion Z n®(a, *z"' est une H-composition des fonctions

n=1
0 ’ N P le— 0 B
2f'(2) + f (2) = Z‘ na,z"" et f = Do — l{ an 2",
n= ==

donc V’inégalité I fournit les deux inégalités, peut-étre nouvelles, suivantes:

(12) L) <P M (B Ly 42

(13) L(r,f) < V_M“('r. 4261, (r,f _&) :

F4

Rappelons que Hardy, Littlewood et Landau ont obtenu |4].
entre autres, des inégalités de la forme

() L(f) < AK) -V I () I (f),

ou A(k) ne dépend de k. Les inégalités (12) et (13) occupent une place
en quelque sorte intermédiaire entre ces inégalités (=) et l'inégalité (11):
en effet, les éléments qui figurent dans les inégalités de Hardy-
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Littlewood-Landau difféerent entre eux par l'ordre de dérivation,
mais non pas pzr lordre de la moyenne, au contraire les éléments de
I'inégalité (11) difféerent entre eux rar l'ordre de la moyenne, mais non
pas par l'ordre de dérivation; enfin, les éléments des inégalités (12) et (13)
difféerent entre eux des deux maniéres a la fois.
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Streszczenie

Oznaczajgc przez M (7, f) maximum modutu f(z) w kole |z| < r, przez
S (r,f) pole powierzchni Riemanna zakreslonej przez f(z) gdy z zakre§la
kolo |z| <{r i przez Ix(r,f) srednig rzedu k z modulu f(2) na obwodzie
kota !z| =17, otrzymuje, korzystajac z klasycznego wzoru Parsevalla

N anburt = ’.f(zlg(-i-\ g
J -

n—=u

nieréwnosci: .

S(r,f) - arM(r,f) 1, (7, ) S arM(r, )L (r.f)

i, o ile f#0,

S(r,f) < =M (‘r, sz—) B S@fo al (rfff) M2 (r, f).

Wykazuje, ze uzycie wzoru Parsevala pozwala na uogélnienia, w kto6-
rych rézniczkowanie lub caltkowanie s3 zastapione przez operacje ogolniejsze:
jako przyklad tej okolicznos$ci podaje nieréwnos¢ Gotuzina i Spencera:
jesli $(0)==0 i f(2) jest jednolistna w kole |z|<"1 oraz If(2)|<<Ar(1—7r)—°
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(A i a state, a=>1%), to I,(r,f)<A,(1—7) °. Wyprowadzam wreszcie nie-
rownosci:

L)< ]/M (1', f—_;—) L (r " + 2f")

IL(r,f) < ]/ (T = M (r, " + zf").

Pe3wmMme

Obo3nayan 4yepe3z M(r,f) MakcuMyM MoayJasa f(z) B xpyre |z| <7,
S (7, f) niomiage pUMaHOBOM NMOBEPXHOCTHM, 3a4YEepYEHHOM 3HaAYeHUAMM f(2),
KOrAa 2z 3ayepumBaeT Kpyr |z| <7, u uepe3 I,(r,f) CpeaHIOW BenuYuHy
nopaaxa k u3 moxyns f(z) Ha oKpyXkHoctu Kpyra |z| =7, a nonyuaro.
nosab3yAach Kiaccudeckoi dpopmysoit [IapceBana

Sanbnx.—_’ff() ‘* e

n=0
HepaBE€HCTBA
S(rl f) ( 7ZTM (r, f') Il (T' f)' S (Tl f) £ HTM(T, f) Il (Tv f,)

U, MOCKOJBKY f# 0

S@r,f) <=M (r, EI?‘_') B, S al(r sz] M- (r. f).

f1 nokasbiBalo, ¥yTo npumeHenue copmyanl [lapceBasa gomyckaer
06061eHns, B KOTOPBIX AuddepeHUMpoBaHUA MM MHTETPUPOBAaHMA 3a-
MeHeHbl Gojlee oflIMMM onmepalMAMMU: Kak NPUMEP 9Toro oBGCTOATeJbCBa
A IPUBOXKY HepaBeHCTBO ['ony3uHa u CneHuepa: ecau f(0)=0 u f(2)
ONHONMMCTHAaA (PYHKUMA B Kpyre [2|<<1, a mpu Tom [f(2) << Ar(1 —71)—°
(A u a noctosiuuele, a>>1), 1o I, (r,f) <A, (1—71)°.

HakoHel, A Oalo BBIBOJ HEPAaBEHCTB

L, f) < (rf )1, (r, ' + 2f")

"

L(r,f




