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Sur I’équation différentielle y¥ + A (x)y=10
O rownaniu rézniczkowym y4)+A (xjy =0

O nudpdepenunansHom ypasHenuu y4l+A (x)y =0

§ 1. On sait que si n est pair et A(x) continue et supérieure a une
constante positive pour x = x, toute intégrale de I'équation y'¥ + A (x)y =0
est oscillante c.-a-d. posséde une infinité de zéros qui s’accumulent
a I'infini.

Dans un article «Sur l'équation différentielle x”'+ A (t)x=10»"') jai
établi que si A(t) est une fonction positive et non décroissante pour t>t,
toute intégrale de cette €équation est bornée lorsque t— -+ oo. L’exemple
de la fonction A (xr) =ccnst. mcntre que si A(x) est positive et non dé-
croissante pour r>ux, il y a des intégrales de 1'équation

(1) YW+ A@y=0

qui ne sont pas bornées lorsque x— + oc. Je vais cependant établir le
résultat suivant.

Théoréme I. Si A(x) est positive, non décroissante et continument dé-
rivable pour x > x, il existe toujcurs une intégrale de (1) qui tend vers zéro
lorsque x — + oo,

Il résulte de I'étude du cas ou A (x)=const. qu'il y a probablement
deux intégrales linéairement indépendantes qui tendent vers zéro et qu'il
y a autant d’intégrales linéairement indépend:ntes qui ne sont pas bornées.

§ 2. Avant d’établir le théoréme I nous allons étudier la distribu-
tion des zéros des dérivées de trois premiers ordres des intégrales de (1),
en supposant seulement que A(x) est ccntinue et supérieure 4 une con-
stante positive. On sait que dans ces ccnditicns toute intégrale de (1) est
oscillante c.-a-d. posséde une infinité de zéros s'accumulant a linfini.
Supposons pour simplifier que les zéros de y(x), ¥ (x), ¥ (x) et ¥y (x)
sont tous simples. En vertu du théoréme de Rolle lintervalle entre deux

') Prace Matematyczno-Fizyczne 40, 1933, p. 163-171.
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zéros consécutifs d'une intégrale de (1) contient 1 ou 3 zéros de y’(x), au
plus 2 zéros de y” (x) et au plus 1 zéro de y'” (x). Nous pouvons d’ailleurs
supposer Yy (x) positive dans lintervalle considéré. On peut distinguer
quatre espéces d’intervalles.

1° L'intervalle contient un seul zéro de ¥'(x) et un seul zéro de
¥y’ (x) (fig. 1 ou 1°).

fig. 1

(ig. i

2° L'intervalle contient un seul zéro de ¥’ (x), tandis que y”(x) ne
s'annule pas dans l'intervalle (fig. 2).

3° L’intervalle contient 3 zéros de ¥y’ (x) et 2 zéros de y” (x) (fig. 3).

4° L'intervalle contient un seul zéro de y'(x) et 2 zéros de y”(x)
(fig. 4).
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fig. 4

(Les points P, d’abscisses p, correspondent aux valeurs de x qui annulent
y”(x), tandis que les points @, d'abscisses gq, correspondent aux valeurs
de x qui annulent y"'(x)).
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Il est aisé de voir que dans le quatriéme cas le zéro z de y'(x) est
situé en dehors de l'intervalle (p,,p,) compris entre les zéros p, et p, de
y” (x). Supposons, en effet, que p, <<z<p,, y”(x) serait positive pour
x <<p, et pour x> p, et négative dans l'intervalle (p,, p.), ¥ (p,) serait
donc négative et y™' (p.) positive, y*)(x) serait donc positive en un point
de l'intervalle (p,, p,), or cetle fonction est constzmment négative, en vertu

de l'équation différentielle, dans l'intervalle considéré

Nous allcns voir maintenant que tous les intervalles entre les 2zéros
consécutifs d’'une intégrale sont de premiére espéce, sauf un seul au plus.
Ce résultat a été établi par M. J. G. Mikusinski.

Supposons d’abord qu'il existe deux intervalles, soit (x,, x,) et (xn, Tn 1),
qui contiennent chacun 2 zéros de ¥y’ (x), qui sont donc de troisieme ou
de quatrieme espéce. On peut supposer que chacun des intervalles
(xg, T3), ... (Xn—1, ) ccntient un seul zéro de y“(xr) au plus. Désignons par
2; le zéro de y'(x) situé dens l'intervalle (xi,xi+1). Si dans l'intervalle
(a;, x,) ¥’ (x) pcsséde plusieurs zéros, z, est le plus grand de ces zéros, de
méme si dans l'intervalle (xa, xn:1)y (x) posséde plusieurs zéros, z, est
le plus petit de ces zéros. L'intervalle (2,, 2,) contient un nombre impair de
zércs de y” (x) et l'intervalle (z,,x,) ccntient un ncmbre pair de ces zéros,
I'intervalle (x,,2,) contient donc un zéro de y”(x); on voit de la méme
facon que lintervalle (2,—1,xs) contient aussi un zéro de ¥y (x). En
appliquent 1s théoréme de Rolle a la fonction ¥'(x) et A lintervalle
(25, 2e—1) on voit que l'intervalle ouvert (x,,xs.1) contient (n + 3) zéros
de y” (x), donc a2u moins (n 4 1) zéros de y"¥(x), c.-a-d. de y(x), dou
une contradiction. Il existe donc au plus un intervalle qui est de troisie-
me ou de quatriéme espéce; supposons que (I, T;) soit un tel intervalle
et que d’autre part (xn, xn:1) soit un intervalle de deuxiéme espéce. On
peut supposer que les intervalles (x,, ), ..., (Ta—1,&s) sont tous de pre-
miére espece. L’intervalle ouvert (x,,x,.1) contient au moins (n + 1) zé-
ros de y” (x). Si (x;,x,) est de troisiéme espéce l'intervalle ouvert (x,,xs+1)
contient (n + 2) zéros de y'(x), donc (n + 1) zéros de y”(x). Si (x,,x,)
est de quatriéme espéce et si z; désigne le zéro de y’(x) situé dans l'in-
tervalle (x;,xi:1), l'intervalle (z,,2,) contient un nombre impair de zéros
de y”(x), donc lintervalle (x,,2,) en contient 3 (fig. 4) et l'intervalle
(22, 22) contient (n—2) zéros de y”(x), donc lintervalle ouvert (x,,xn+1)
contient encore (n + 1) de ces zéros. Ainsi donc les (n—1) intervalles
(X3, X3), ... (Tn, Tn+1) devraient contenir (n— 1) zéros de y”(x), ce qui est
en contradiction avec I’hypothése, selon laquelle l'intervalle (x,,xs+1) est
de deuxieme espéce.
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Supposons enfin qu'il existe deux intervalles de deuxiéme espece,
soit (x,,x,) et (xa, xn:1), les intervalles (x,, xy), ... (Ta—1, x,) étant de pre-
miére espece. En vertu du théoréeme de Rolle les (n—2) intervalles
(a9, Z4), .. (Xn—1, Tn) deraient contenir au moins (n —1) zéros de y”(x),
ce qui est en contradiction avec le fait que ces (n—2) intervalles sont
de premiére espéce. Ainsi donc notre assertion est complétement dé-
montrée.

Remarquons d’ailleurs que les intervalles de deuxiéme, de troisiéme et
de quatriéme esp3ce se présentent effectivement dans le cas de toute
équation (1). 11 suffit de choisir les conditions initiales suivantes: y (x,) =0,
Y (x5) >0, y”(x,) <0, ¥y (x,) << 0, pour obtenir un intervalle de deuxiéme
espece. En posant y(x,) >0, ¥y (x,)=0, y"” (x,)=0 on obtient un inter-
valle de troisiéme espéce; en posant y(x,) >0, ¥ (x,)=>0, y"(x,)=0,
¥ (x;) =0 on obtient un intervalle de quatriéme esp2ce.

Etudions encore la distribution des zéros de y*”’ (x).

Tout intervalle entre les z3ros consicutifs de y (x) contient évidemment
au plus un zéro de y”'(x). Si x,,x,,..%s .1 sont des zéros consécutifs d’une
intégrale y(x), il résulte du théoréeme de Rolle que les intervalles
(x4, X), .- (Tn, Tn+1) contiennent au moins (n—2) zéros de y'’(x). Donc
il y a au plus deux intervalles exceptionnels dépourvus de ziros de y' (x).
Ces intervalles sont évidemm=nt de premiere ou de deuxiém:= espéce.
Un intervalle exceptionnel ne peut étre situé entre deux intervalles ordi-
naires, car entre deux zéros de y'’(x) il y a un nombre impair de zéros
de y(x). Donc ou bien les deux intervalles exceptionnels sont voisins, ou
bien l'intervalle exceptionnal est limité par le plus petit (le plus grand)
zéro de y (x) dans l'intervaile (k,1) ou A (x) est définje. Si c’est le second cas
qui se présente, on peut poser A(x)=A(k) pour x<<k, A(x)=A(1)
pour x=1, et on voit ainsi que l’intervalle (k,l) contient un seul inter-
valle exceptionnel. Remarquons encore que s'il existe un couple d’interval-
les exceptionnels voisins, l'un d’eux est de premiére et lautre de deuxiéme
espéce, car si chacun d’eux contenait des zéros de y” (x), 'un d’eux con-
tiendrait un zéro de y'’(x). D’ailleurs un couple d’intervalles voisins dé-
pourvus de 2éros de y'”(x) peut exister effectivement. 11 suffit, pour le
voir, de considérer une intégrale y(x) qui satisfait aux conditions y (x,) =0,
Y () >0, y”(x,)<<0, y"(x,) <0 et de supposer que A (x), supérieure
a une constante positive, est définie sur tout I’axe réel. On voit encore
que si p. ex. 'intervalle de la fig. 1 est exceptionnel, I'intervalle excep-
tionnel voisin sera situé & gauche de celui-ci. Remarquons pour terminer
que dans le cas de la fig. 1’, par exemple, le point @, ou ¥’ (x) s’annule,
se trouve nécessairement a droite du point P, ou s annule y"(x), car
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autrement la fonction y”(x) aurait un minimum négatif et, par suite,
vy’ (x) serait croissante en certains points de l'intervalle considéré.
§ 3. Passons a la démonsiration du théoréme 1. Considérons dans ce
but une intégrale u,(x), satisfaisant aux conditions initiales u, (:c,.)>0
Un(xa) =0, un(xs)=0 et a la condition

(%) ud(xg) + ut (xg) + u,? () + u, %(x,) =1.

Cette intégrale aura évidemment un minimum en x,, donc ce point
appartient 4 un intervalle I de troisieme espéce (fig. 3). Nous avons vu
au § 2 que tous les intervalles entre les zéros consécutifs, silués a gauche
de I, seront de premiére espéece. Il est aisé de constater qu'ils cor-
respcndent tous au cess de la fig. 1’ (ou de la figure symétrique par rap-
port a4 l'axe Ox). Supposcns maintenznt que x,—> + =°. En vertu de 1’éga-
lité (*) on peut extraire de la suite |x,} une suite partielle telle que les
nombres un(x,), un(x,), un (x,), un (x,) tendent tous vers des limites fi-
nies et non toutes nulles, soit 2,,2,, 2,, 2, On sait que dans tout intervalle
fini u,(x) et ses dérivées des trois premiers ordres tendent uniformément
vers y(x), respectivement ses cérivées, y(x) étant l'intégrale qui corres-
pend aux ccnditicns initiales y (x,) = 24, Y'(x,) = 24, Y (T0) =25, Y (xo) = 2;.
Il est clair que y(x) n'a que des intervalles de premiére espéce, corres-
pondant au cas de la fig. 1’. C'est cette intégrale que nous allcns consi-
dérer. Je vais établir d'atord que cette intégrale est bornée. Nous utilise-
rons un résultat général du a J. Mikusinski?) «Si f(a)=7F(b)=0 et
[f™] =>m|f| pour e <x<b, on a b—a< N:m'”» N estun facteur qui
dépend uniquement de n, dont J. Mikusinski a précisé une limite
supérieure. Il résulte de cette prcposition que si x, et x,,1 sont des zé-
ros consécutifs d’'une intégrale de (1), on a, dans les hypothéses du théo-
reme, l'inégalité

K -
4

V A(xa)

ou K est une constante numérique. En particulier, on voit que si A(x)—+o
lorsque x-—oo, la longueur de l'intervalle entre les zéros consécutifs
tend vers zéro. Supposons que l'intégrale y(x) ne soit pas bornée. Alors
on a nécessairement

() Tni1—Tn <

3) lim yy' =—~.

) Comptes Rendus Acad. Sc. Paris, 222, 1946, p. 359-361.
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Dans le cas contraire, en effet, il résulte de la formnle

In

vz =2 | yy daz,
*n+1

ou z, désigne l'abscisse ce I'extrémum unique de y(x), situé dans l'inter-
valle (xn,xn+1), et de (2) que y(x) cerait bornée. De (3) il résulte I'exi-
stence d’'une suite {{,} incéfin‘'ment croissznte, telle que yy’ posséde en
£y un minimum et que 'on a y(x) ¥ (x) =y (¢a) ¥ (én) pour x,<<x < én.
Je poserai pour simplifier &, = X. Soit a un ncmbre quelconque > x,,
tel que y”(a)=0. En multipliant le premier membre de 1'équation (1)
par y” et en intégrant par parties on obtient

X X
(4) (y"l y“ + Ayy')‘f—fA,yyldx—_—f(yluz + Ayla) dx.
Or le premier membre de (4) est égal a I’expression suivante:

(4) ¥ (X)y" (X)) + [y (X) ¥ (X)—y(0) ¥ (0)] A@ +
X

+ A @YXy (X)—y @)y (@) dx.

Puisque yy' posséde un minimum en X, on a ¥?*(X) -+ y(X)y” (X)=0,
donc y(X)y”(X)<<0. X appartient 2 un intervalle de premiére espeéce, si
I'intégrale a dens cet interv:zlle la forme de la fig. 1, on a y” (X)<<0,
donc X <<p<_gq, c.-a-d. y’’(X)=>0. Si l'intégrale a dans lintervalle la
forme de la figure symétrique de la fig. 1’ par repport 4 l'axe Ox, on
a y'(X)<<0, donc encore X <p<<q et y"(X)=>0. En tout cas on
a ¥y'(X)y"”(X)<<0. De la définition du point X il résulte que les deux
autres termes de l'expressicn (4') scnt également négatifs. Cette expression
serait donc négative. Or c’est impossible, car elle est égale au membre
droit de (4), évidemment positif. Ainsi notre assertion est démontrée.
Nous allons prouver maintenant que Uintégrale y(x) tend vers zéro
lorsque x— + . A(x) étant non décroissante, cette fonction tend vers
I'infini ou vers une limite finie. Dzns le premier cas il suffit de remar-
quer que d’eprés l'inégalité (2) la lcngueur de l'intervalle entre les zéros
consécutifs d’'une intégrale tend vers zéro; en admettant que y(x) ne tend
pas vers zéro, on obtient ccmme plus haut la relation (3) et on aboutit
comme auparavant a une contradiction. Supposons maintenant que A (x)
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tende vers une limite finie. Si (3) était remplie, on raisonnerait comme
dans le cas précédent, on peut donc supposer que l'on a

(5) yy' >—C,

ou C est une constante positive. Il résulte de l'inégalité (5) et de I'hypo-
thése selon laquelle y(x) ne tend pas vers zéro, qu'il existe une infinité
d’intervalles (xn,xn+1) entre des zéros consécutifs de y(x) pour lesquels

n 41

f y®dx est supérieure 4 une constante positive (il résulte, en effet, de (5)
n

et de l'inégalité Max y*=c, > 0, que l'intégrale en question dépasse c}/2 c).
Nous profiterons maintenant de la proposition suivante ?): «Si y(0)=1y(a)=0
et (y)? est intégrable au sens de Lebesgue, on a

f yidx <f y2dx».
(1] 0

Par un changement de variable on en déduit que si y(a)=y(b)=0 l'on a:
b b
g b—a\®
2 = 2
ajydx<( . )!y dr.

En posant @ =x,, b=x..1 et en tenant compte de (2), on constate que

les intégrales
*n+1

fy'” dx
*n

sont aussi supérieures, pour les valeurs considérées de n, a une constante
positive, donc que l'intégrale

| Ay?dzx

est divergente. Or si a est assez grand, il existe une suite {&,}, indéfini-
ment croissante, telle que yy ' posséde un minimum en &, et que l'on
ay@y (@)=>ys)y (és)—1 pour a <<x <& Si X désigne une valeur
&x, on voit comme auparavant que ¥’ (X)y"” (X)<<0, tandis que la somme
des deux autres termes de l'expression (4') ne dépasse pas 2 A, ou A,
est la limite finie de A (x) lorsque x— + oo. Ainsi 'expression (4') se-

! Cf. Hardy-Littlewood-P6lya, Inequalities,; Cambridge Univ. Press,
1934, théoréme 257, p. 185.
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t
rait bornée supérieurem2nt, tandis que le m2mbre droit de (4), qui lui
est égal, augmanterait indéfiniment.
§ 4. Nous allons préciser miintenant l'ordre de grandeur de l'inté-
grale qui tend vers zéro, en établissant la proposition suivante:
Théoréme II. Si A(x) satisfait aux conditions du théoréeme I et si, de
plus, lim A (x) =o%, alors Uintigrale y(x), qui tend vars 23ro et dont il est

X too
question dans la d*monstration du th3ordme I, satisfait, quel que soit & =0,
d la condition

lim y(x) [A@)] =0,

pourvu que x me parcoure pas certains intervalles exceptionnels, situés entre
les z3ros successifs de y (x) et dont stendue totale est finie.

Si U'on suppose, de plus, que A” (x) << 0 pour x > x, on trouve que le
produit

y(@) [A@)]*

est borné lorsque x— + o9, sans aucune restriction.

Remarque. Lorsque A’/A est non croissante, les intervalles excep-
tionnzls, dont il est question dans la premiére partie de I’énoncé n’exi-
stent pas. Il est probable que dans le cas gén?ral ils peuvent exister
effectivement (cf. le renvoi ®) ci-dessous).

Avant de passer a la démonstration nous préciserons la notion
d’intervalle (xn,xn 1) ordinaire (x. est la suite des zéros de l'intégrale).
Les raisonnements employés sont analogues a ceux que jai exposé dans
mon article cité sous!) dans le cas de l'éjuation du deuxiémz ordre.
Nous utiliserons le théoréeme suivant, dd a E. Borel ¢) et complété par
R. Nevanlinna®):

«Si u(x) est une fonction positive et non décroissante pour x>0,
tandis que ¢(u) est positive et décroissante pour u >0 de maniére que

ofw(u)alu

soit finie, alors on a
ulx+olu@])<u(x)+1

9 Acta Math. 20, 1896.
) Bull. Sc. Math. 55, 1930.
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pour x =0, sauf au plus dans les intervalles dont la longueur totale est
finie ». r

Posons dans cet énoncé u(x)= [log A(x)]?, ¢(u)=2Ke *'“ ou K
est la constante de l'inégalité (2); on aura l'inégalité

{log A(m aF -‘-2 K\ <|logA(x)]2+1
vam'

En divisant les deux membres par log A (x) on a, a fortiori

2K 1
log A (1‘ ot e h ) <log A (x) + Bg_.d{}}

Y A(x)

c.-a-d.
1
e Ao B
' VA®@

Or e’ <<1+ 2t pour t assez petit, donc on a
®) A(x+—.—2K )<[1+s(:r)]A(x)

VA

pour tout x>ux, sauf au plus pour des x remplissant des intervalles
d’étendue totale finie. &(x) est une fonction décroissante de x qui tend
vers zéro lorsque x— o0,

Soit donc x,, x,. ..., Xs... la suite des zéros consécutifs d’'une intégrale
quelconque de I'équation (1). 11 est clair que l'étendue totale des inter-
valles (xn, Tni1) ou l'on ne peut trouver un point y., tel que x, <<y, <<
<4 (xn+ xn:1) et que l'inégalité (6) soit satisfaite pour x = y,, est finie;
autrement (6) ne serait pas remplie dans les intervalles d’étendue infinie.
Pour la méme raison on peut trouver, sauf peut-€tre pour les indices n
correspondant aux intervalles (x,, xn,1) d’étendue totale finie, un point w,
tel que xp— }(xni1— ) <wn<<x» et que l'inégalité (6) soit satisfaite
pour x = w,. Ainsi donc la série

S (T4 — Tn))
=1

ou figurent les indices m; pour lesquels les points y., ou ws; n’existent
pas, est convergente. Nous appelerons tous les autres indices n «ordinai-
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res» et les intervzlles correspondants (x,, xs+1) seront dits «ordinairess».
Supposons que n soit ordinaire, on a, en tenant ccmpte de (2):

yn<—;(1‘n +xn+1)<wn + Tni1—xa < wh + “'—I{—<wn+ 4"K_

l/A (xn) l/A_('U’T)

Or l'inégalité (6) a lieu au point x = ws,, on aura donc, quelque petit que
soit &, pourvu que m soit assez grand:

A(Yn) <(1 +¢&) A(wa) < (1 + &) A (xn)

donc
4
e
Tn+1~—Yn <<Tn+1—Tn < — 3 <K¢l bt et Th1<yn+ 4—235_
VA(xs)  VA(yn) V A(yn)

pourvu que ¢ soit assez petit. L'inégalité (6), appliquée au point x = y,,
fournit alors les inégalités:

A(xni1) <<(1 4 &) A(ya) < (1 + &) A(xn).

En définitive nous avons 1’énoncé suivant:

Théoréme III. Si A (x) est non décroissante et positive pour x = x, et
si |xn) est la suite des zéros d’une intégrale quelconque de ’équation

Y9+ Ax)y=0,

. AlTas1) 5 o .
on a lim (Ens1 =1 lorsque n ne parcourt pas les indices exceptionnels

nse A (Zn)
n; qui sont tels que la série

e
"-\'{ (%n;, y— Tn;)
converge ©).
Revenons maintenant a I'intégrale particuliére y(x), étudiée au § 3
et qui tend vers zéro lorsque x-— + ~o. Nous avons vu que cette inté-
grale satisfait a la condition

(5) yy = —C.

% 11 résulte de la démonstration que l'on a le méme énoncé dans le cas d’'une
équation yl7) + A(x):y=0, ou n est pair. Dans le cas ou n=2 A. Bielecki
a montré que les intervalles exceptionnels peuvent exister effectivement (Annales
U. M. C. S, sectio A, vol. 1V, 1850).
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C étant une constante positive. Supposons que l'intervalle (xa, Tn:1) soit
ordinaire et que le maximum de |y| dans cet intervalle, atteint au point
2Za, soit égal ou supérieur 3 [A(z,)|~° (s est un nombre positif fixe). En
intégrant 2 yy’ entre les limites z, et x,.1 et en tenant compte de l'iné-
galité (2) et du théoréme III on a

2KC 2KC 14
[A(2za)]% < Max |y?| <2(xn1s—T)Max|yy' | < <—F—— ( E)

'/A (xn) " (2n)

Ainsi donc [A(z,.)]’zs"i serait borné, ce qui est impossible si s<<1. Le
e
— i e
sitif, donc le rapport |y(z.)|:[A(2:)] ® tend vers zéro. Ainsi l'asser-
tion de la premiére partie du théoréme II est établie au point z,; en
vertu du théoréme III elle s’étend a tout intervalle (xn, T,+1).

Supposons maintenant que A’/A soit non croissante. Dans ce cas
tous les intervalles sont ordinaires; cela résulte de suite de ce que l'inéga-
lité (6) est valable sans aucune restriction. On le voit en appliquant le
théoréeme des accroissements finis a la fonction log A(x) et en remar-
quant que A’/A est bornée.

Passons au cas ou A”(x) <0 pour x > x,; il résulte de cette hypo-
thése que A’/A est non croissante, donc tous les intervalles sont encore
ordinaires. En effectuant une intégration par parties dans le membre
gauche de 1'égalité (4) et en y remplacant X par x et a par x, on obtient
I'égalité:

nombre |y (2,)| est inférieur A [A (za)] quelque petit que soit & po-

y2 x f A y'.!
(7) y/nyn+Ayy '™ 1_2_) =’ (ylﬂz___A _2_ +Ayl2\’dx
a.. -

Xo

Considérons maintenant I'intégrale particuliére y(x), dont il était question
au § 3. Tous les intervalles entre les zéros consécutifs sont de premiére
espece et correspondent au cas de la fig. 1’ (ou de la figure symétrique
par rapport a I'axe 0x). Dans l'intervalle situé entre le paint z, ou |y(x)|
atteint, par exemple, le maximum, et le point p, ou y” (x) s’annule (paint
qui correspond au point P de la figure) on a ¥y -y”<<0, A-y-y <0,
donc, le membre droit de (7) étant positif,

y”’y”‘{"Ayy _Aly2 _h

ou h est une constante poasitive (la m2me pour tous les intervalles).
A fortiori, on a donc dans l'intervalle considéré |A-y-y’| <<h. Cette iné-
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galité s'étend tout de suite a tout lintervalle (2a,&n+1), pourvu que l'on
y remplace h par h(1 + &), car, pour P, <<x << Zn:1, on a |y (x)| <<|y'(pa)
et |y(x)|<<|y(pa)| et, d’sutre part, l'intervalle (x,, xs:+1) étant ordinaire,
le rapport des valeurs de A en deux points de cet intervalle ne dépasse
pas 1 + ¢. En intégrant l'inégalité

1 ‘ h(1+s)
29 =24z

entre les limites xn.1 et 2, on obtient, en tenant compte de l'inégalité (2)

Kh(l + e)

Y (2n) <—
2 [A (Zn)]i

L'intervalle (x,,x,.1) étant ordinaire, on a donc en tout point de cet
intervalle

Kh(1+a)£

¥ (z) <
2[4

Cette inégalité équivaut a la deuxiéme partie de ’énoncé II.

Streszczenie

Udowadniam, ze je§li funkcja A(x) jest dodatnia, nierosnaca i ciggle
rézniczkowalna dla x> x,, to istnieje zawsze calka y(x) réwnania roz-
niczkowego y¥ + A(x)-y=0, ktéra dazy do zera gdy x— + oo. Jezeli
ponad to }im A(x) = + oo, to zachodzi zwigzek

lim y(x) [A(@)] " =0

przy kazdym ¢>0, o ile x nie przebiega pewnych przedzialéw wyjatko-
wych, ktérych suma dlugosci jest skonczona.
Jezeli ponad to A” (x) < 0 dla x > x,, to iloczyn

y(@) [A@)]F

jest ograniczony gdy x --» + oo (przedzialy wyjgtkowe w tym przypadku
nie istniejg).
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Pesome

Hoka3biBalo 4yto ecnm A(x) 9BNseTCa NONOKMUTENbHOM, HEBO3pacTa-
joume U HenpepbiBHO AuddepeHuMpyeMod Aana T >x, ¢yHKUM:H, TO
cyuiecTByeT Bcerpa MHTerpan y(x) AavdpPpepeHunansHOro ypaBHeHUs
y¥+ A(x)y=0 KOTOpbIH CTpPEMHUTCA K Hynio, Korpa * — + oo. Ecnu

KpoMe Toro lim A(x)= + o° TO MMeeT MeCTO 3aBMCHMOCTb
X +oo

lim y(z) [A@)]5 " =0

X —poo

ans Bcskoro &£=0, NpuM nNpeamnonoykeHHH, 4To r He nepeberaetr HeEKo-

TOPbIX MCKMIOYMTE. bHBIX WHTEPBanoB, KOTOPbIX CyMMa ANHWH SBNGE€TCH KO-
HEeYHOHM.

Ecnu kpome Ttoro A”(x) <0 pna x> x, TO npou3BeneHue

y(@) [A@)]"

ABNSIETCS OrpaHHYEHHbIM, KOraa T — + o0 (MCKNIOYUTENbHbIE MHTEpBabl
B 3TOM Clly4yae He CyuLlecCTBYIOT).



