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Sur les limites des coefficients des suites des polynomes généralisés
O pewnych granicach ciggéow wspoleczynnikow uogélnionych wielomianow
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060611eHHbIX NOIMHOMOB

Il y a quelques années F. Orin a démontré un théoréme sur les
limites des coefficients des suites des polyndomes g2néralisés!). Ces ré-
sultats sont bien intéressants, miis ne s’appliquent qu’a des polynémes
généralisés construits a I'aide des suites minimalement fermées de 1'espace
envisagé, ce qui en restreint l’application, étant donné que de nombreux
systémes 2) ne sont pas minimalment ferm3s (par exemple dans 1’espace L?
il n’existe pas de systéme minimaialement fermé de mondmzs {") 3).

Le travail présent est consacré a l'étude d'une généralisation de ces
résultats, généralisation qui permet de les appliquer a d’autres systémes
(voir Théoréme 3,1). J'obtiens ce résultat a l'aide des notions introduites
au § 1 de mon travail Une théorie généralisée de la meilleure approxi-
mation (ce volume p. 31).

Le § 5 est consacré a 1'étude de I’équivalence des notions introduites
au § 1 et de la notion de suite minimalement ferm3e.

§ 1. Soit C, un espace vectoriel, complet, normé par la norme é(x),
et soit Z= (z,,2,,...}] un systéme de l'espace C;.

Nous appelons polynémes (ou polynémes généralisés) de 'espace C; et
du systéme Z de degré m toute expression

5: Bi-zi
=

ou f; sont des nombres réels.

) Frink Orin jr. Series expansions in linear vector space. Amer. Journ. of
Math. 63, p. 87-100. Baltimore 1941,

?) Voir mon travail Une théorie généralisée de la meilleure approrimation § 1,
ce volume, page 31.

!) Voir par exemple. S. Kaczmarz H. Steinhaus Theorie der Orthogonal-
reihen. Lwoéw 1935.
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Df. 1,1. Soit z,¢ Z. Nous allons désigner par e, (k) Uordre de la meilleure
approximation de z, selon le systéme Z* =Z — |z}, c’est-d-dire que

€n (k) — /‘Il (Zk,z_ {zk’l 6) ')

Exemple 1,2. La suite Z={1,7,1%..), forme un systéme fermé
de l'espace L2. En applicant le théoréme de Gram-Miintz nous pouvons
calculer que pour k<<n

C (k)Y2k+1
(m—k+1)..(n+k+1)
donc nous avons l'égalité assymptotique (k est fixe)

en(k) ~ Axn—2% ol k=1 2k-(k!)?
qui est fort simple.
Df. 1,3. S’il existe un & =0 tel que

:u'l(;k’ VA {;k}’ 6)

en(k) > e pour n=1,2,3..

alors nous dirons que 2z est un élément minimal de Z pour la norme é(x).
Remarque: Dans la suite nous nous bornons a des systémes car pour
les suites qui ne scnt pas des systemes il existe des zx qui sont linéair-
ment dépendants des éléments z,,..,2—1. Pour ces 2z nous aurons
en(k)=0 pour n >k, d’'ou il suit qu'une suite formée uniquement d’élé-
ments minimaux est nécéssairement un systéme.
§ 2. Th. 2,1. Soient deux polynimes de degré < n

s

xIr =

n
ar - 2 y=2ﬂk'2k
k=1

k

Il
-

(nous ne supposons ras que le degré soit égal d n, donc il peut arriver
que a2, =0 etc). Alors

_o(x—y)
(212) ﬂh_ﬂtl = < {k}

Dém. Pour les k pour lesquels a; = f; le théoréme est évident. Con-
sidérons les k pour lesquels ar—fr# 0. Pour fixer les idées posons
k=1. Alors

al_ﬁ'll'En(l)\<|al_ﬂl|'6llzl S‘zi Z‘J—é(x——y)
i—2 P

C. Q F. D.

‘) Voir ce volume p. 32.
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Si y==0, alors fr=0 et §(y)=0. Nous avons donc la formule

8 (x)
en (k)

lag| <

Dans le cas général la formule (2,2) ne peut étre remplacée par une
autre, dcnt le second membre contiendrait en plus un coefficient plus
petit que 1. Car si y=6 et x est le n-iéme polynéme de meilleure
approximation de z, selon Z* alors l'inégalité faible dans la formule (2,2)
se reduit a I'égalité.

Si I'élément 2, est minimal, alors, par définition, il existe un nombre
er >0, tel que en(k) > e. Supposons que 6(x) <o (ou que xeK(O,o0)).
Nous avons alors
g

[ar| <
€

Nous avons donc démontré le théoréme suivant:
Th. 2,3. Si 2 est un élément minimal du systéme Z, pour la norme
4 (x), alors pour tous les polynimes de degré quelconque

n

20['21

i=1

appartenant d K(0,0), 'ensemble des k-iémes coefficients ax est borné.
Un cas particulier de ce théoréme ou Z est le systéeme des mondmes

{1.7,7%,..) et la norme est définie par

é (x) = max |x (7)|
sl

est connu depuis longtemps et il a une certaine importance dans la théo-
rie classique des polynémes cde Tchebycheff dans le domaine complexe®).
Th. 2,4. Soit

n

Xp = Z ag- z, y"=i‘ﬁ?.zi

=51 =1
Supposons qu’il existe un feC, et un k tel que
d(@n—fl=o[ea(k)] =0 (ya—1) ©)

) 1l est aisé de voir que dans ce cas, chacun des éléments de Z est minimal.

% On pourrait appeler la suite
é(x,— 1)

{qui joue un réle important au § 3) l'ordre de convergence de x, selon 6.
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Alors pour ce k :
L ek b=

La démonstration résulte instantanément du Théoréme 2,1 — nous aurons

- e 6(1‘,.-—‘_!}"\ 6(xn_j)+6(yn_f)_o[£n(k\l
Lot S en (K) =iy o) T

§ 3. Th. 3,1. Soit Z un systéeme de Uespace C;. Soient feC, et une
suite de polyndémes généralisés

n

. n,
xn—za‘ Zl.

=1

tels que pour un k determiné

(3,2) 6(xn—f) =0 en (k)|

Alors il existe la limite finie

(3,3) a, (f) 57 lim a}
[ ]

qui ne dépend pas du choix de la suite {x.}, (parmi celles qui vérifient
la condition (3,2)).
Dém. I. Soit (3,2). Cela signifie que

4 (xn :f)_

lim —~=20

n3co En (k)

Donc pour chaque & >>0 il existe un N, tel que si n=> N. et m >0 alors

0< 8(xn+m—F)

&L
€n+m(k) s 2
Or le polynéme x, est de degré <<n 4 m, et on peut appliquer le Théo-

réeme 2,1. Nous aurons

| o~ 0 (Tn— Tnim) - 6(1'n_f) 2= 6(1'n+m_ﬂ <

n__ ontm
a, a

k2 S en+m (k) = entmik)
8(xn—Ff) , 6(xnim—Y)
T e

(L’avant-derniére inégalité est une suite du fait que & (k) > en+m(k)). Vu
le Théoréme de Cauchy, I'existance de la limite (3,3) est assurée.
II. Soit

yn=2 ﬂ;‘-z‘. et é(yn—f)'—"olb‘n(k)]-

=1
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Supposons que la suite x, vérifie la condition (3,2). Alors en vertu du Théo-
réeme 2,4 l'on a
lim |a} — g} =0
LT
donc
lim a} =1lim g}
n-—»oco n—»oco
et la valeur de la limite (3,3) ne dépend pas du choix de la suite {xa}
ou de la suite {ya}.
C. Q. F. D.
L'hypothése suivant laquelle il existe un feC:; qui vérifie (3,2) est
assez artificielle. On peut la remplacer par une autre plus naturelle, mais
plus compliquée:
Pour chaque ¢ >0 il eriste un N, tel que si n >N, et m >0 alors

6 (.’L',, == Tnli m)

e (k) <&

L'espace C, étant par définiticn complet, ces deux hypothéses sont
équivalentes.

Les résultats bien connus sur l'ordre de la meilleure approximation
permettent de conclure qu’il existe des normes 4, des systémes Z et des
feC: pour lesquels la condition (3,2) n'est vérifiée pour aucune suite de
polynémes généralisés (comparer 'exemple 1,2).

Si I'élément 2, est minimal, alors (3,2) signifie tout simplement que
6(xn—f)—»0 et cette condition sera virifiée par chaque suite convergente
x,~f. Nous avons donc aboutit au théoréme:

Th. 3,4. Si 2, est un élément minimal de Z pour la norme d(x) et

n
ke
(3,5) Ta= ) abez, > f
=1
alors il eriste une limite finie
a, (f) @ lim af
n—>oa
La valeur de cette limite ne dépend pas du choix de la suite {x.} (parmi
celles qui vérifient (3,5)).
Ce théoréeme comprend comme cas particulier la théoréeme d’Orin

(voir le Théoréme 5,3 et la Définition 5,1 ).
§ 4. Posons

n
In = 2 Org * 21
h=:1
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—ou dgg sont les symboles de Kronecker. Nous avons

v __{0 pour n<<q
: 2g pour n > q

Or 6 (xp— 24)=0 pour n > q donc la condition (3,2) sera toujours vérifiée.
Les 6z ne dépendent pas de n et

lim 6kq“—_6kq
Donc

Ak (Zq) = 6kq

et nous avons le théoréme

Th. 4,1. La suite {(a,,a,,..; 2;,2,..] est biorthogonale.

§ 5. Introduisons la définition suivante:

Df. 5,1. Un systéme formé uniquement d’éléments minimaux est dit
systéme minimal.

II'y a longtemps qué l'on a introduit la notion de la suite minimale-
ment fermée 7).

Df 5,2. Une suite (un systéme) fermée est minimalement fermée si
en rejetant un élément quelconque on obtient une suite qui n’est plus fermée.

Il est intéressant d’étudier les relaticns entre les notions: de suite
minimalement fermée et de systtme minimal. Je demontrerai qu'elles
sont équivalentes moyennant certaines hypothéses. Cette équivalence nous
montrera que les noticns introduites dans ce travail (Définition 1,3 et
Définition 5,1) généralisent effectivement la notion de la suite minimale-
ment fermée

Th. 5,3. Si Z est un systéme fermée, alors les deux propositions sui-

arnles scnt équivalentes:

(5,4). Z est un systéme minimalement fermeé.

(5.5). Z est un systéme minimal.

Dém. 1. Suppcsons que Z est un systéme minimal. Soient w} des
polynémes du systéme Z*¥ = Z— [z} donc de la forme

(5,6) wr=p-2t .+l Byt P Bt T B2,

De la définition de &, (k) nous aurons

8 (wp — z) > e, (k)

') Voir par exemple la monographie citée de Kaczmarz et Steinhaus.
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Si (5,5) est vérifié, alors en vertu des Définitions 1,3 et 5,1 il existe
une suite de constantes & =0, telles que e&,(k) > ex indépendamment
de m. Alors nous aurons

d(wp—2) > >0

Nous voyons qu’aucune suite w} de polynémes du systéeme Z* ne

peut vérifier la condition
lim 8 (wp —2,) =0

n—»ceo
ni la condition équivalente

(5,7) lim w} = 2,
nR—)oo

Donc aucun systéme Z* n’est fermé dans C; et la condition (5,4) est
vérifiée.
II. Supposons que la condition (5,4) soit vérifiée.
Alors
lim p, (2, Zk,8)=>0
n—yco
—car si ce n'etait pas une inégalité, miis une égalité il existerait alors
une suite de polynomes w] de la forme (5,6) et vérifiant la condition
(5,7) et Z ne serait pas un systéme minimalement fermé.
Donc &n (k) = pta (2x, Z*¥,0) 2> ek = 0 et chaque élément z;eZ est mini-
mal. La condition (5,5) est verifiée.

C. Q F. D

Streszczenie

Oznaczmy przez C; przestrzen wektorowa, zupelng i unormowang
przez é(x). Niech Z = {2,,2,,...}] C C;. Oznaczmy

&n (k) 57 tn (2x, Z— 2¢, 6)

(por. mojg prace Uogdlniona teoria najlepszej aproksymacijt).
Oznaczenia te wykorzystuje w glownym wyniku tej pracy, ktorym
jest nastepujace twierdzenie:

Tw. 3,1. Przypusémy, 2e Z jest systemem przestrzeni C;,feCy i {xa}
jest ciggiem uogdlnionych wielomianéw

xn == Z u? 2 zi
i=1
Jesli dla pewnego k jest spelniony warunek
(3,2) é(x,—f)=ole, (k)
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to wtedy istnieje granica skorczona

a, (f) T ’lli_r:‘lm aj

Wartos¢ tej granicy jest taka sama dla wszystkich ciagéw {x.} spelniajg-
cych warunek (3,2).
W § 5 wykazuje, ze jeSli Z jest ciggiem zamknietym w C, i jesli
istnieje ciag {ea} liczb takich ze
enk) > x>0

dla wszystkich n i k, to wtedy ciag Z={2,,2,...] jest minimalnie zam-
kniety i naodwr6t.

Pe3iomM3

O6o03HaunM yepe3 C, npocTpaHcTBo b aH axa HopMmHpoBaHHOe dyHK-
unmonanom 8 (x). Mycts Z = {z,,2,,...} C Cs. O603Haunm

€n (k) '5;. Hn (zkr Z— Zk, 6)

(cp. mowo paborty «O60€i1eHHas TeOpUs HaWnyylled apnpOKCUMauUHM»).
STn 0603HayeHHs MCNoNb3ylo B rMaBHOM pe3ynbTaTe 3TOW paboThl,
KOTOpPbIM SBNSETCA CneayioLlas Teopema:
T. 3,1. MpepnonoxumM, uto Z = {2,,2,...] 9BNIETCE CUCTEMOI} npo-
crpaHctB Ci, feCy v [xa} npocnepoBatenbHocTb C606LIEHHBIX MONHHOMOB
n

z,= D a2

1=1
Ecnv nns Hekoloporo k ynoBneTBOpeHO ycnosue
(3.2) 8(x,—f) =o|e, (k)]

TOoraa CyulecTByeTr npepen
a () 5 lim o
n oo

Hucnosoe 3HavyeHHe npenena $BNSETCS TAKOBOXKE ANS BCEX NocCne-
[OBaTENLHOCTEN (T} ynoeneTsopsiowmx ycnosuio (2,2).

B § 5 nokasbiBaio uTo, ecnu Z aBnsercs 3aMKHYTOM NOCNenoBaTeNb-
HocTbio B C» M ecnM cywecTByeT NOCNencBaTenbHOCTb {£,] Takux umcen,
4yTO

en(k) >exr=>0

Ans BCcex n W k, Torna nocnenoBaTtenbHOCTb Z = (2,,2,, ...} 9Bnserca mu-
HMManLHO 3aMKHyTOW M Haobopor.



