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Quelques remarques sur la convexité des spheres
Kilka uwag o wypuklosei kul

Heckonbko 3amewaHWit O BbINYRAOCTH cdep

Le travail présent a pour but l'étude des spheres dans les espaces
de Banach. On trouvera les considérations préliminaires dans le § 1. Le
§ 2 est consacré a I’étude de la structure de la surface des sphéres. Au
début du § 1 et du § 2 je rappelle un certain nombre de résultats con-
nus, qui seront employés dans la suite. Le résultat le plus important,
c’est le Théoréeme 2,9, qui montre que la «forme» de la sphére ne dé-
pend ni du rayon ni de son centre (maiis seulement de la norme de l'es-
pace envisagé) et les Théorémes 2,12 et 2,14. Le § 3 contient une mé-
thode qui permet de visualiser la structure de la sphére. Cette méthode
est intéressante non seulement par elle-méme, mais aussi a cause de ses
applications.

§ 1. Soit C, un espace vectoriel, complet et normé par d(x)— c’est-
a-dire un espace (B) de Banach.

Pour éviter les malentendus possibles j’'emploirai toujours des minus-
cules grecques pour les éléments de l'ensemble des nombres réels R,
des minuscules latines pour les éléments de C; (sauf pour l’élément
neutre @ car je n’ai pas voulu m’écarter de la convention généralement
acceptée), et des majuscules latines pour les ensembles.

Df. 1,1. Nous appelons sphére K(a,cs) de centre a et de rayon ¢ >0
Uensemble

K(a,a)=E[6(:r—a)<a]

Xaly

La sphére est un ensemble fermé.
Df. 1,2. Nous appelons segment {a,a,), ou a,# a, 'ensemble de
de tous les éléments xeC,, qui ont la forme

r=a,; + 1(a;—a,) 7e<0,1 )

Si 1e(— oo, + o) nous aurons la droite |a,,a,] passant par a, et par a,.
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Vu la supposition a, # a, le segment est toujours formé de plus d’'un point.

Maintenant je vais démontrer un théoréme qui nous sera trés utile
dans la suite.

Th. 1,3. Si les éléments x,,..,xa sont additifs selon la norme:

n n
o| 2 =)= 2 o
k=1 &=1
alors toutes leurs combinaisons linéaires sont aussi additives selon la norme:
n - ni n
6[[{;{: Ap Tk =k2{ 6(ak:ck)=k2; Iakl-é(xk)

pourvu que les coefficients ar aient tous le méme signe.
Dém. Pour fixer les idées supposons que sgnaz= +1. De la loi
du triangle itérée m—1 fois il résulte

(1,4) alza,,x,, < D areb(an
k=1 k=1

Il suffit donc de démontrer que pour aucune suite ay,...,a, nous
n’avons l'inégalité forte << dans (1,4). Pour réduire a4 l'absurde supposons
que pour n nombres positifs a,,...,a, nous ayons

6[2 akxk]< Z ar * 6 (xx)
k=1 k=1

Prenons le plus grand des nombres ay, ..., a,- Pour fixer les idées ad-
mettons que ce soit a,, c’est-a-dire que a, = max |[ay, ..., as]. Alors
= L.}
alzakxk Z(a,—ak) B < \ @ bla)+ T L — ) - 8 () =
k=1

k=1 |

= Z [a,-é(xk)l =a 2 6(1‘[;):(1] oé[Zxkl—é[Z(alxk)]r
k=1 k=1 1
_e.[za,,x,,+ Z(a,—ak).‘rk /a|2akxk‘l+a|2(a,-—ak)xk
1 k=1

l’ ©
<é 24 ar x| 4+ 2 (a; — ar) * & ().

Lish 1 =
La premiére inégalité (forte) résulte de notre supposition; la troisiéme
égalité de l'additivité de x,,...,xn; les autres égalités sont des équivalen-
ces algébriques et les deux derniéres inégalités résultent de la loi du triangle.
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Nous sommes donc arrivés a I’absurde. On peut traiter pareillement
le cas de sgnaxr——1. Ainsi notre théoréme est démontré.

Il est facile de remarquer que ce théoréme reste vrai si certains
coefficients ar sont égaux a zero.

§ 2. Df. 2,1. Nous appelons translation Uopération x=ux + b. Nous
appelons contraction lopération x*=ax et a0 sera dit coefficient de
cette contraction.

Df. 2,2. Nous appelons direction la classe d’abstraction des directions
a(r—y) on x,yeC, et aceR,.

Th. 2,3. Les translations et les contractions transforment biunivoque-
ment les sphéres en sphéres, les segments en segments, ne changeant
pas leurs directions. Les translations ne changent pas les rayons des sphé-
res, les contractions les multiplient par leurs coefficients.

Dém, I. Nous avons

T()=x()+b=a,+1(@,—a)+b=(a,+b) +1[(a,+b—(a + b) =
=a, +z (&2_61)
et
a,—a,=(a, +b)—(a, +b)=a,—a,
donc la translation x = x + b transforme le segment <{a,,a, > en segment
{d,,d, > de méme direction.
II. La translation transforme biunivoquement la sphére K(s,o) en
sphére K (s,0). En effet si xe¢K (s, o) alors é (x —s) < g, mais
dx—s)=d(x+b—s—b)=d(x—s) <o
donc
TeK(s+b,o)=K(s,o0)
et inversement.
III. La contraction x* = ax transforme la sphére K(s,o) en
K (s*, ac). En effet, si xeK (s,o0) alors 6 (s —x) <o.
Mais alors
O(s* —x*)=4d(as—ax)=a-d(s—x)<0a
donc
x*e¢K(as, aoa)

Ce calcul peut étre effectué dans le sens inverse. Nous avons donc
[K(s,0)]* =K (s* ao).

IV. Nous montrerons encore que les contractions transforment les
segments en segments, ne changeant pas leurs directions. En effet si
x*=ax et x(r)=a, + 7(a,—a,), alors

[x()]*=ax(1)=aae,+ at(a,—a;) =aa, + t(aa,—aa,) =
=ai+ 7 (af —a3)
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donc

[{anas>]* = {ai,af).

af—az;=al(a, —a,)

et

—la direction ne change pas.
V. 1l s'ensuit immédiatement des axicmes que verifient les espaces
(B), que la translation et la contraction sont des transformations biuniviques.

C. Q F. D.
Remarquons encore le théoréme

Th. 2,4. Supposons que nous ayons deux sphéres quelconques. On
peut transformer lune dans lautre a l'aide du produit d'une translation
et d’'une contraction convenablement choisies.

Th. 2,5. La sphére est un ensemble convexe!).

Dém. Vu le Théoréme 2,4, nous pouvons transformer chaque sphére
K (s,0) dans la sphére K®,1), a l'aide du produit d’'une translation et
d’une contracticn. Or du Théoréme 2,3 il résulte que les segments se
transforment par ce produit en segments. Donc la convexité, qui est défi-
nie exclusivement & l'aide de la noticn du segment, sera un invarient de
cette transformation. Ainsi il suffit de démcntrer que la sphére K (@, 1)
est convexe.

Supposons que a,,a,eK(@,1), donc que é(a;)) <1. Je montrerai
qu'alors {a,,a,) e K(@,1). En effet si

x(r)=a,+t(@a,—a)=(Q1—1)a, +1a,
1€ {0,1),
dlx(@)=6[1—1)a, + 18] <é[Q—7)a,] +6(ra)=
=(1—1)-d(a)+r-d(@)<l—r+1r=1
donc 4 [x(z)] <1, ce qui signifie que x(r)e K (©,1)

s

ou

alors

C. Q F. D.

Nous donnerons ensuite (§ 3) des exemples d’espaces C, ayant des
sphéres fortement convexes et d'espaces C; ayant des sphéres faiblement
convexes 2).

Apreés avoir rerpelé un certain ncmbre de résultats élémentaires, nous
pouvons aborder 1'étude plus approfondie de la structure de la surface

') Nous rappelons qu'on appelle A convexe si x,ye A entraine {x,y> C A.

?) Un ensemble convexe A est fortement convexe, si aprés avoir été depourvu
de n’importe quel élément erpartenent a F'A il reste ccnvexe (par F'A nous désignons
la frcntiéle de A et par I'A l'intériéur de A). Un ensemble convexe est faiblement
convexe s'il n'est pas fortement convexe.
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de la sphére. Nous allons étudier quels morceaux des variétés linéaires
peuvent étre ccntenus dans les surfaces des sphéres (c’est-a-dire dens
les ensembles d'éléments x tels que é(x — a)= o). Dans ce but introdui-
sons la définition suivante

Df. 2,6. Soit L le produit dune variété linéaire H et de la sphére
K (a,0), c’est-d-dire L=H - K(a,0) et soit L F'K(a,o). Surrosons que L
soit saturé, cest-d-dire qu’il n’existe ras d’ensemble £ = L qui soit le pro-
duit d’une variété linéaire H, et de notre sphére K(a,o) et tel que
LCE(C F' Kla,0). Alors ncus argellerons lensemble de planéité de la
sphére K (a, o).

Remerquons qu'un sous-ensemble de l’ensemble de planéité peut
ne pas le définir univoquement, bien que pour chaque ensemble, qui est
le prcduit d’'une variété linéaire et de notre sphére et qui contient plus
d’'un élément il existe un ensemble de plznéité, qui le contienne.

Comme produit de deux ensembles ccnvexes, I'ensemble de planéité
est ccnvexe. Inversement, on peut démontrer le théoreme suivant.

Th. 2,7. Si UVensemble convexe L F'K(a, o) est saturé par rapport
a cette propriété, cest-d-dire s’il n’existe ras un ensemble convere &£ * L
et tel que LC L F'K(a,0), alors L est un ensemble de planéité de la
sphére K (a,o) ®).

Nous allons démontrer maintenant un théoréme important

Th. 2,8. Soient deux sphéres K;= K (ai, 0i), i=1,2; soit L, un en-
semble de planéité de K, et soit ¥ la classe a(x—a,) ou xeL,,a> 0.

Alors lensemble des x arrartenant @ F' K, et dont les directions
a(x —a,),a>> 0 apgartienant @ ), forment un ensemble de planéité de K,,
et inversement.

Dém. Il résulte du Théoréme 2,4 l'éxistence d’une transformation @
qui est le prcduit d'une ccntrection et d'une translation et telle que
® (K,)=K, Vu le Théoréme 2,3 ¢ ne changera pas les directicns et
transformera les variétés linéaires en variétés linéaires. Donc L,= @ (L,)
sera le prcduit d'une variété linéaire et de la sphére K,. Nous disons
qu'il est saturé —dcnc qu'il est un ensemble de planéité. En effet s'il
n’'était pas saturé nous prendricns la trensformaticn inverse de @, (qui
est biunivoque). Alors I'imzge de ’ensemble de planéité qui est un sur-
ensemble de @ (L,) ne serait pas égale a L,, donc L, ne serait pas saturé,
contrairement a nos hypothéses.

) Comparer par exemple R.F. Arens, J. L. Kelly, Characterizations of the space

of continous functions over a compact Hausdorff space, Trans. Amer. Math. Soc. 62.
P. 505 (1947).
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Soit x, €L, donc a(x, —a,)e?. Alors
T, = (x,) e L,, a, =P (a,).
Etant donné que @ ne change pas les directions, nous aurons:
a(xy,—a,) =p(@(x;)—P(a,) e .

Ou peut énoncer ce théoréme d’une autre maniére:

Th. 2,9. L’ensemble des stéréo-angles, quon obtient en joignant le
centre de la sphére a ses ensembles de planéité, ne depend ni de son
centre ni de son rayon, mais seulement de Uespace C,.

Introduisons la définition suivante:

Df. 2,10. Soit L un ensemble de planéité de la sphére K (a,o). Nous
appelons come d’additivité défini par L Uensemble des éléments a(x—a)
oiu xeL et a> 0.

Les ensembles de planéité étant fermés, les cones d’additivité sont
aussi fermeés.

Vu le Théoréme 2,9 chaque cone d’additivité de la spére K (a, o) peut
étre transformé par la translation x=x-—a en un cone d’additivite de
la sphére K (0, o).

Th. 2,11. Si P est un céne dadditivité de la sphére K(O,1) et
© # xeP alors axe P pour a<<0.

Dém. Supposons que axeP ou a<<0 et supposons que L soit un
ensemble de planéité de la sphére K (@,1) qui définit P. Alors

X aXx X

) 2 82 3 (o) Tee TRy Lt

a; ==

Mais L est un ensemble convexe, donc
“@¢ {a;,,—a,)={a,,a,) CLC F'K(6,])
ce qui est impossible.
C. Q. F. D.

Il est aisé de voir que si L est un ensemble de planéité de K (©,1)
alors 'ensemble des éléments —x ou xreL forme aussi un ensemble de
planéité. Donc si L est un ensemble de planéité de K(@,1) alors I'en-
semble des éléments ax ou xeL,a < 0 forme aussi un cone d’additivité,
ayant seulement le point @ (le centre de la sphére) commun avec le cone
d’additivité defini par L.

Th. 2,12. Soit P un cone d’additivité de la sphére K(0®,1). Si x,,x,¢P,
alors ils sont additifs selon la norme é, c’est-a-dire que

(2,13) 6(x1 + x2)=6(x]) S 6(1‘2)
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Dém. I. Si x, et x, sont linéairement dépendants (c’est-a-dire s'il
existe a,,a,¢R,, a2+ a>0 et a,x, + ayx,=0) alors ou x, =06 et la
condition (2,13) est verifiée, ou il existe un aeR, tel que x,—ax,. Vu
le Théoreme 2,11 il est a > 0 et nous avons

0(x; +x) =(1+a):b(x)=0(x,) + & (x,)

II. Si x, et x, sont linéairement indépendants alors a fortiori
6 (xi) > 0. Posons

Nous aurons 6 (a;)= 1.

De la définition du cone d’additivité, il existe un ensemble de pla-
néité L de la sphére K(@,1) tel que a;eL. Les éléments x,, x, étant liné-
airement indépendants nous aurons a, #* a, et nous pouvons considérer le
segment {a,,a,>. Donc

1/2-(a, + ay)e {aj,a,>) C F'K(0,1)

o(a,+a))=268[1/2-(a,+a,)] =2=6(a,) +6(a,)

Nous aurons

les éléments a,,a, sont additifs selon la norme, donc aussi (vu le Théo-
reme 1,3) les éléments x, et x,. C. Q. F. D.

Th. 2,14. Si x; et x, sont linéairement indépendants et additifs se-
selon la norme, alors ils appartiennent @ un céne d’additivité de la spheére
K(©,1)%.

Dém. Supposons que x,,x, soient additifs selon la norme et linéai-
rement indépendants. Donc x; # @ et 6 (x;) # 0. Posons
=
T 0 (:ri)

Donc é(a;)=1. Du Théoréme 1,3 il suit que a, et a, sont additifs selon
la norme. Toutes leurs combinaisons linéaires avec des coefficients ayant
le méme signe sont additives. Les éléments x,,x, étant linéairement in-

dépendants nous aurons @, # a, et nous pouvons considérer le segment
4 a,,ay >:
dz(r)] =61 —7)a,+1a] =6[1—1)a,]+d[ra] =

=(1—1):é(a)+7:d(@)=1—1+1=1

a;

pour e {0,1).

‘) Le Théoréme 2,14 (et le Théoréme 2,12) peuvent étre facilement énoncés et
démontrés pour des sphéres quelconques K (g, o). Il faut seulement remplacer la con-
dition de I'indépendance linéaire de x, et de x, par la non-colinéarité de x,, x., a

(c’est-a-dire qu'il doit étre a&[r,, x,]) et modifier convenablement la condition d’addi-
tivité (2,13).
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Or <{a,,a,) C F'K(®,1). Donc {a,,a,) est contenu dans un ensem-
ble de plenéité de K \@,1) et x;= 4 (x;) - a; appartiennent 4 un céne d’ad-
ditivite. C. Q. F. D.

Remerqucns ici que deux différents cones d’additivité (et deux diffé-
rents ensembles ce plenéité) de la mime sphére peuvent avoir des points
(et méme des morceaux des variétés linéaires) ccmmuns. Ce qui résulté
de ce que & (x; + x,) =6 (x,) + 6 (x,) et é(xy+ x3) = 6 (x,) + 6 (xg) n’entraine
pas nécéssairement 8 (x; + x;) = 8 (x,) + 6 (x;).

Du Théoréme 2,12 et du Théoréme 2,14 il suit immédiatement

Th. 2,15. Pour que les sphéres K(a,0) soient faiblement convexes
il faut et il suffit qu’il existe au moins deuxr él¢ments linéairement indé-
pendants et additifs selon la norme 4.

§ 3. Soit C,(C Cs une variété linéaire a deux dimensions. Nous pou-
vons la trensfaimer bivnivcquement en R, *). Cette trensformation peut
étre une colinéaticn, c’est-a-dire qu'elle peut transformer une droite en
une droite. Si ncus choisisscns trois éléments a;eC, et trois éléments
Tie Ry, i=1,2,3 et supposcns que l'imege de a; est 7;, alors cette coli-
néation T sera definie univoquement.

Evidemment a Yaide de cette trensformation les ensembles convexes
sont trénsformés en ensembles ccnvexes. La convéxité forte (faible) est
un invariant de cette transformation.

Si nous transformcns a l'aice de T le preduit C,- K (a, o) nous obtien-
drcns une visualisaticn de l'intersecticn de noire sphére et de C,: Cela
nous permetira de mieux ccmprendre — au moins qualitativement — la
forme des sphéres dans l'espace C;.

Plus généralement il est évident que si C,(_ C: est une variété
linéaire n dimensicnnelle, alcrs il existe une colinéation biunivoque qui
la trensfcrme en R,. Elle est définie univoquement par ses valeurs en
n + 1 points.

3,1. Soit C° I'espace des fonctions continues dans l'intervalle <0,1 ),

avec la norme :
6(f) = max [f(r)!
t6<0,1>

_ Transformons en R, l'ensemkle linéaire C, défini par les éléments
6O, 1%, 1"+% %) k>0, n > 1. Cette transformation T sera définie univoque-

’) Par R, je comprends l'espace euclidien a n dimension, ¢ est-é-dxre 1'espace
des suites & n termes a = {a,, @5, ..., .}, avec la norme §(a) = ]/Z a’

%) f(z) représente la valeur de f au point z, et f(r) réprésente f considéré com-
me un élément de C, dans les formules ol I'on ne peut pas négliger son argument.
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ment — par exemple — par les formules:
T(©)=(0,0), T@EH=(1,0), T@"*H=(0,1)

L'image du «cercle» de C, ayant le rayon —1 dans le plan des (a,p),
sera donnée par l'équation:
(3,2) max |[f1*t5+ atk|=
t6<0,1>
La figure 1 montre sa résolution pour k>1 et n_>1 (pour fixer
les idées nous avons admis k==n=1). Le «cercle» est forme ici de deux

segments de droites:
f==+1—a

et de deux arcs de parabole du 1 + k/n degré:

n

[ lal k
= [n+k nf-k-sgna

Soient a; et b; les points d’intersection de ces droites et de ces paraboles.
Le point a, a les coordcnnées (— 1 — k/n, k/n); les coordonnées du point b,
sont plus difficiles & calculer — par exemple pour K=n=1 elles sont
(—2—2v2, 3+ 2V2) (voir la figure 1).

La résolution de l’équaticn (3,2) pour k=0, n > 1 quelconque donne
un parallélogramme ayant les sommets aux points (1,0), (—1,0), (—1, 2),
(1,—2) (voir la figure 2).

b=(-2-1, 3+2)

12)

(0)
(1,0) o

L0,
(0
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Nous démontrerons par exemple la derniére affirmation. Nous devons
trouver le lieu géométrique des points (a,f) vérifiant 1'équation

max |at"+ /=1
e <01>

I. Sia>0, >0, le maximum est atteint pour r=1, donc I'équa-
tion de notre lieu géométrique est

a+p=1
II. Si a>0, #<<0 il faut envisager deux sous-cas:
1°. Si f=—1 alors max |az"—1|=1 pour chaque 0 <<a < 2.

te<01>
2°. Si —1< <0 nous devons avoir a= —f+ 1 donc a + f=1.
Le raisonnement sera identique pour les cas a<<0, >0 et a<<0, <<0
et pour a=0 ou f=0.
En résumant, I'image du «cercle» sera fourni par quatre segments
de droites

la+Bl=1 =0

3,3. On peut transformer de méme lintersection de K(0,1) ( C’ et

de I'’ensemble linéaire a trois dimensions défini par les éléments 6, f, {, 2.
L'image de cette «sphére» sera un ensemble contenant sur sa surface des
morceaux de plans (par exemple il contiendra un morceau qui contient
le triangle A (0,1,0), (1,0,0), (0,0,1)). Au moins deux couples de ces mor-
ceaux ont des segments comme aréte commune.

3,4. Nous avons vu ci-dessus que les segments et les morceaux de
plane sont contenus dans la surface de la sphére. Plus généralement: pour

chaque 7, le simplexe S,= {1, 1,..,7")> sera contenu dans la surface de
K(®,1). (Nous appelons simplexe {a,a,...,a,) l’ensemble des éléments

n
z2=Ya;a; ot aie {0,1) et Ya,=1. Si aieR,, alors nous avons la variété
i=0

linéaire [a,,a,...,as]). Il s’ensuit que chaque S, est contenu dans un cdne
d’additivité et chaque couple d’éléments S. est additive selon la norme.

La suite infinie 1, 7, 7%,.. d’éléments linéairement indépendants est
aussi contenue dans un cone d’additivité. (Il est donc ~ dim=nsionnel).

3,5. Nous voyons donc que les sphéres dans C’ sont faiblement con-
vexes. Cependant il n’est pas vri¢i que toutes leurs intersections avec des
ensembles linéaires 4 deux dimensions soient faiblement convexes. Par
exemple le cercle euclidien a®+ f*=1 est l'image de l'intersection de

K(@,1) et du plan [0,cosZnn§,sin2nn;] (n # 0 quelconque), si T est
une colinéation et T (@) =(0,0), T (cos 21n7) =(0,1) T(sinZnn;)=(1,0).
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3,6. Des exemples d’espaces qui aient des sphérés fortement convexes
nous scnt fournis par les espaces L? des fonctions sommables dans (0,1 )
avec la p-iéme puissance et avec la norme

"O7/3 TR ——
a(x)=]/hf|x(a)!ﬂda
pour p>1.

Dém. Soit x,,x,¢L?, x, # x; et é(x;) =1. Le segment {x,,x,,) aura
pour équation
zz=(1—1)x,+ 1,

De l'inégalite de Minkowski?) il suit que pour 7¢(0,1)

.3 Up
6(2‘)=lf|(1—t)xz+1x1|"d0] <
0

A Vg 1 vp
<(1—r)lf|:l:2|”do] +1[flx,!"dal =(1—1)-8(x;)+7-8(x,)=1
o -0

donc pour 7€(0,1) nous avons z.eI' K(0,1).
Ainsi nous avons démcntré qu’aucun segment n’est contenu dans la
surface de la sphére dans L”.
C. Q. F. D.

3,7. Soit l'espace 1% des suites infinies {a,, a;, as, ...} des nombres réels

pour lesquels I’expression Y a? existe et est égale 4 la norme.
k=1

La convexité forte des sphéres K(a,o) (1> peut étre démontrée di-
rectement. Elle est aussi une conséquence immeédiate de la convéxité forte
des sphéres dans L2 En effet, il résulte des Théorémes de Riesz-Fischer
et de Parseval l'existance d'une colinéation isométrique et biunivoque
de 1? sur L?, c'est-d-dire d'une transformaticn qui trensforme les sphéres
en sphéres et les segments en segments. Donc la convexité forte des
sphéres de 1% est équivalente a la convexité forte des sphéres de L®.

Remarquons encore que chaque produit de la sphére K(a,o) (C1® et
d'un ensemble linéaire n dimensionnel se transforme a l'aide d’une coli-
néation convenablement choisie en sphére euclidienne & m dimensions.

") Voir par exemple G. H. Hardy. J. E. Little wood, G. Polya Inequalities,
Cambridge 1934, p. 146.
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3,8. Les sphéres sont faiblement convexes dans 1'. La norme est
fournie ici par l'expression

s@= Y
k=1

ou x = {a,,a,, a,,..}. Soit a={1,0,0,0,..}, b=1{0,1,0,0,...}. La colinéa-
tion du produit de K(@,1) et du plan défini par les points 6,a,b et
transformant les points ©,a, b respectivement en (0,0), (1,0) et (0,1) nous
donne le carré |a|+ |f|=1. Donc dans 1' les sphéres sont faiblement
convexes.

Streszczenie

Oznaczmy przez C, przestrzen Banacha (B) unormowang przez 6 (x).
Przypusémy, ze K(@,0)(_ C, jest kulg zamknieta w $rodku @ i o pro-
mieniu ¢. Niech L bedzie czeScig rozmaitosci liniowej lezacej na powierzchni
K(@,0). Je§li x,,x,eL to é(x, +x,)=0(x,)+6(xy). Jezeli x, i x, s3
liniowo niezalezne, to i odwrotne twierdzenie jest prawdziwe.

Klasa zbioréw kierunkow Iigczacych a srodek kuli K (a, o) z czeSciami
rozmaitosci liniowych lezacych na jej powierzchni jest taka sama dla kaz-
dej kuli — jest wiec wtlasnosciag C;.

§ 3 poswiecony jest metodzie unaoczniania ksztattébw kul (C C; pole-
gajacej na kolineacyjnym (t. j. zachowujacym proste) transformowaniu ilo-
czynéw kul K(O,o0) i zbioréow liniowych dwuwymiarowych na podzbiory
plaszczyzny euklidesowej R,.

Pe3omMme

O603Haunm yepe3 C; npocTtpaHcTBO bBaHaxa HopMupoBaHHOe ©yHK-
uvoHanoM 4(x). TMpenanonosum, uro K(O,c)(_ C; g9Bnsercs 3aMKHYyTOM
cpepoit ¢ ueHtpom @ u paauycom g. lNycte L 6yner 4acTblo JIMHEHHOro
MHoroob6pa3ua neskawero Ha nosepxHocth K(O,6). Ecnn x,,x,¢L TO
8(x,+x,) =6(x,)+6(x,). Ecnm x, M x, nuHeHO HE3aBUCHMBI, TO
u obpatHas Teopema 6GyneT cnpaBeasMBOMA.

Knacc MHokecTB HanpaBneHWH, coeauHsOWMUX UeHTp a chepsnl K (a, o)
C 4acCTAMW NIMHEMHbIX MHOroo6pa3ui neyalMx Ha ee noBepxHocTH Gyper
TakuM e AN BCAKOH cdepbl — cneadBareNibHO, ABNAeTCs CBOHWCTBOM C,.

B § 3 mao merton HarnsgHoro npeacrasneHus cpep (C C,, KOTOpbLIHA
COCTOMT B oTOOpalkeHWH, COXpaHsdiouleM npsMble, nepeceyeHWid coep
M NIMHEHHbIX MHOXECTB ABYX W3MepeHWH Ha NOAMHOYKEeCTBa €BRIWAOBOM
NIOCKOCTH.



