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Les applications de la fonction ign) a I'étude des fractions
périodiques et de la congruence chinoise 2" — 2 = 0 (mod. n)

Zastosowanie funkcji ig(n) do badania ulamkéw okresowych
1 kongruencji chinskiej 2" — 2 = 0 (mod. n)

O npumenenun bVHKUMM ig(n) K MCCIEAOBAHMIO MEPHOTHYECKHX pobe
M KHTalickoro cpaBHeHua: 2" — 2 = 0 (mod. n).

Introduction.

Les étranges propriétés des fractions décimales périodiques ont
attiré mon attention dés I'année 1940. Les plus intéressantes se mani-

festent dans la représentation de la fraction irréductible % dans

un systéme numérique arbitraire g, si (g, m) = 1. Une propriété parti-
culiéfement intéressante se présente lorsque les chiffres des périodes
se complétent a g — 1 (les restes correspondants se complétant a m) —
propriété a laquelle j'ai donné le nom de propriété D; — et lorsque
les chiffres se complétent & un nombre constant arbitraire a. Parmi
les autres propriétés qui méritent aussi l'attention, signalons celles

des chiffres ct des restes des périodes de la fraction 7:1 représentée

dans les systéemes g et g, dont les bases satisfont a la relation

gg — 1 = m. Une regularité intéressante s'observe aussi dans les
produits des restes, comme p.ex r,_, + 7., ;= r1?(modm), i=1,2,...;s
étant un nombre donné, d'ailleurs susceptible de prendre les valeurs
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Cependant on constate que dans tous ces problémes le role fon-
damental appartient a la longugur de la période, c'est-a-dire un
nombre de chiffres dans ia période fondamentale simple. Je l'ai
désigné par le symbole iz(m).

I1 est étonnant que cette fonction, si bien étudiée par différents
mathematiciens du XIX-e siécle, n'ai pas encore trouvé place dans
les manueles de Théorie des nombres. Ainsi p. ex. le professeur
W. Sierpinski, dans son remarquable livre ,Teoria liczb*,
publié en 1950, se contente de montrer que la longueur de la période
est I’exposant, auquel appartient le nombre g mod. m. G. H. Hardy
et EE M. Wright, auteurs du volumineux livre ,,An Introduction
to the Theory of Numbers®, paru en 1945, et Winogrado w, dans
son livre ,,Osnowy tieorii czisel (1949), n'en font pas mention.

Pourtant cette fonction mérite d'étre étudiée en méme temps
que les fonctions d’E uler ¢(m), de Mo bius w(m), la fonction 6(m),
désignant le nombre des diviseurs de m, etc.

Dans le présent travail j'expose certains resultats nouveau (au-
tant que j'aie pu le vérifier) sur la propriété D, obtenus principale-
ment au moyen de la fonction 4,4 (m), ainsi que les résultats obtenus
en appliquant cette fonction a 1'étude de la congruence chinoise.

Le travail se compose de 3 parties.

Dans la premiére, j'énumeére les propriétés fondamentales de la
fonction i;(m) en me servant du symbole de cette fonction, intro-
duit par moi. Ces propriétés étant connues, je les ai indiquées sans
démonstration.

Dans la seconde partie j'’énonce quelques propositions et con-
séquences nouvelles sur la propriété D des nombres naturels m dans
le systéme g. En profitant du théoréme, bien connu, de Midy,
j’établis les conditions nécessaires et suffisantes pour que les nombres
suivants jouissent de la propriété D: 2m (m impair); p* (p — nombre
premier > 2) et 2¢; m, lorsque g en est une racine primitive; m”
(m impair); m = [m,, m,, ... m,], et aussi 2* m.

En appliquant ensuite le théoréme de Jenkins, que je déduis
comme corollaire des théorémes précédents, j'établis encore quelques

conséquences sur la propriété D du nombre m = p{' pj’ .... p;n, en
tenant compte des types 4k +— 1, 4k — 1, auxquels appartiennent
les nombres premiers p;'i=1.2,... n, et de la circonstance que g est,

ou non, racine primitive de ces nombres.
Dans la troisiéme partie j'expose les résultats obtenus en appli-
quant la fonction 44 (n) a 1'étude de la congruence chinoise2” — 2 ==
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0 (mod. n): je démontre ques les nombres impairs du typen=2m-1,
satisfaisant & la congruence chinoise, sont des nombres de Fermat
et que les nombres impairs n = p py .... pgk, solutions de cette
congruence, doivent remplir la condition 1 < a; < », =, (p), i =
=1,2,..., k, ou » est le plus grand nombre naturel t; satisfaisant
a la congruence 2 — 1 = o (mod. p',") ou i, = 4;(p,), enfin, que
pour les nombres pairs 2n, racines de la méme congruence chi-
noise, 1‘on a encore la condition k > 2.

Une intéressante propriété, jusqu'ici inconnue, se manifeste pour
les nombres de Fermat et de Mersenne, impairs, qui, on le
sait, satisfont a la congruence chinoise; tous ces nombres doivent
étre du type n = p}' p, .... pk, avec les conditions mentionnées
plus haut, de plus, il est assez probable qu’ils sont tous du type
n—=mp1Pp2... P, kK =1

En terminant cette introduction je tiens a exprimer a M. le Pro-
feseur M. Biernacki ma profonde gratitude pour l'intérét qu'il
a prété a ce travail, en le relisant plusieurs fois, pour ses remarques
critiques qui m'ont permis d'éviter certaines erreurs et d’améliorer
auelques démonstrations, enfin pour ses précieux conseiles au cours
de la rédaction.

Je remercie aussi sincéerement M. le Professeur A. Bielecki
qui a bien voulu s'intéresser a mon travail et en a relu le manuscrit.

Je voudrais exprimer ma particuliére reconnaissance a M. le Pro-
fesseur W. Sierpinski pour les encouragements et le bienveil-
lant intérét qu'il a prétés aux résultats de mon travail et pour les
avoir estimés positivement. C'est lui qui, en 1947, a attiré mon atten-
tion sur le probléme de la congruence chinoise 2" — 2 = 0 (mod. n).
Cela m’a donné l'occasion d'y appliquer la fonction Z;(n) et de mieux
1'étudier.

Je remercie enfin cordialement M. le Professeur A, Mosto w-
ski, qui s'est intéressé aux résultats de mon travail et les a estimés
positivement; ses encouragements ont été pour moi une forte impul-
sion qui m'a permis de le mener a bout.

La fonction 1, (m)

Dans le présent travail je me sers constamment du symbole
4y (m). 11 désigne la longueurs de la période (nombre de chiffres de la
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période) de la fraction proprement dite irréductible 1:{ dans le

systéme numérique dans la base g (pour simplifier nous écrirons
désormais: systéme g), les nombres m et ¢ étant premiers entre eux;

car nous admettons, dans ja suite, que la période de la fraction

est simple, c est-a-dire qu'eile ne contient que des termes réguliers
de la représentation systématique dans la base g.

Remarque. —- Les symboles (a, b) el [a, b] représentent respective-
ment le plus grand commun diviseur et le plus petit commun mul-
tiple des nombres a et b.

Le nombre?') i;(m) = 1 n’élant autre que l'exposant?®), auquel
appartient le nombre g mod. m, on a la congruence g¢ — 1 =0
(mod. m), et 4 est le plus petit nombre naturel qui satisfasse a cette
congruence,

La fonction 1z(m) a des propriétés bien connues, que je vais
énumérer sans les démontrer.

Propriéte I Si g == g (mod. m), alors /g(m) = i, (m).
Propriété II. Sigg == 1 (mod. m), alors /z(m) = 4iz(m).

Propriéteé ILY) Sim, +=mj, i, j=12,....,n
alors ig([m,, m,, ..., m;]) = [ig(m,), 4g(m,), ..., ig(m,)]
Propriété Illat) Simi = mjet(m;, m) =1,4,j=1,2,...,n,
alors ig(m; m, .... m,) = [ig(m,), 2g(my), ..., 2g(m))].

Propriété 1IIb. Si(m,2) =1 et (g, 2) = 1, alors 13(2m)==iz(m).
Propriété Illcd) Sim=1p]'p; ....p", ou p(i=1,2,...n)

1) Le symbole 4g(m) a été introduit par mo:. Il permet de donner une
grande clarté aux théorémes et aux démonstrations concernant la longueur
de la période. De plus, il s’accorde bien avec le nombre j(m) qui désigne le
plus petit exposant universel mod. m.

Cf. O. Ore: Number Theory and its History, New York, 1948, Ist ed., pp. 290—4.

) Cf. W. Sierpinski: Teoria liczb, Waszawa-Wroctaw, 1950, p. 222.
Dans sa Théorie des nombres, Paris 1891, t. I, p. 439, Lucas appelle cet
exposant gaussien.

3) Cf. F.J. Lionnet: Algébre élém., 3-e éd., 1868. Nouv. Ann. Math.,
(2), 7, 1868, 239; pour les démonstrations de Morel et Pellet cf 2, 10,
1871, 39—42, 92—95. Cf. aussi F. M ey er, Archiv Math. Phys., 49, 1869, 168—178.

4 Cf. J. Wallis: Treatise of Algebra both Historical and Practical,
Lcndon, 1865, ch. 89, 326—8 (manuscrit, 1676). — J. Bernoulli: Nouv. mém.
Acad. Roy., Berlin, année 1771 (1773), 273—317. — Thibault: Nouv. Ann.
Math,, 1, 1842, 464—5, 467—9. — A. Lu g li: Periodico di Mat., 2, 1887, 161—174. —
J. E. Oliver: Math. Monthly, (ed. Runkle) Cambridge, Mars, 1, 1859, 345—9.

%) Cf. E. Midy: De quelques propriétés des nombres et des fractions
décimales périodiques, Nantes, 1836, 21 pp.
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sont des nombres premiers, alors 4,(m) = [4,(p}), 4,(p,), - .-, 2, (p;")].
Propriété 1Va®) Sip désigne un nombre premier > 2, (p, g) = 1
et » désigne la plus grande valeur du nombre naturel t satisfai-

sant a la congruence g* — 1 = 0 (mod. p'), ou 2 = J,(p) alors
Ag (pr)= lg(p) lorsque 1 < « < » = wy(p)
et 2(p?d) =p* " 4(p) a > v
Propriété IVb7)Si g=4k - 1= 22"h. k' + 1, ou (k',2) =1,
on alg(29) =1 pour 1 = q,
1g(29) = 24(2%) pour 1 < u < v =2+ h,
Ag(29) = 2¢—*  pour a> v,

de plus, 44(22) = 1 ou 2 suivant que g est du type 4k + 1 ou
4k — 1.

Propriété V8 Sim=p!py....p"etm = p p, ... p,p,
étant un nombre premier > 2, i = 1, 2, ..., n, on a les relations
A. g(m) = Jg(m') lorsque 1 < i < »vi = w(p), i =1,2,...n

B. }y(m) = [P:'_‘I' - 4g(py), P;'_‘-' - 2g(py), .-y P';:"_'k - Ag(p) s

2Dy ) e 2g(Da)]-
lorsque l‘inégalité «; > »; a lieu pour les indices i =1, 2,...,k,
ot 1 < k < n et ou l'on suppose que dans la décompo-
sition de m en facteurs premiers on a placé au commen-
cement tous les facteurs p; pour lesquels «; > ;.
C. 13(2°m) = [4427), Ag(m)] '
si g et m sont impairs, ig(2°) étant défini par la proprié-
té IVb.
Remarque. La propriéte V est un énoncé plus détailé de la pro-
priété Illc.
Définition. Nous appellerons degré de parité du nombre m =
— 22 m, ou (m, 2) = 1, le nombre a.

% Cf. Thibault: Nouv. Ann. Math, 1, 1842, 464—5, 467—9. —
E. Desmarest: Théorie des nombres, Paris, 1852, 308, (pour a = 2). —
F. J. Lionnet: op. citt — G. Barillari: Giornale di Mat, 9, 1871,
125—135. — W. Shanks: Messenger Math, 3, 1874, 52—55. — J. W. L.
Glaisher: Report British Assoc., 1878, 190—1.

) Cf. F. Schuh: Nieuw Archief Wiskunde, (2), 9, 1911, 408—439.

8) Cf. Sanio: Ueber die periodischen Decimalbriiche, Progr., Memel,
1866. — G. Barillari: Giornale di Mat., 9, 1871, 125—135. — T. Muir:
Messenger Math., 4, 1875, 1—5. — F. Stasi: Il Boll. Mat. Giorn., 11, 1912,
226—246.
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Cette définition permet de formuler encore une propriété de la
fonction /gz(m), résultant des propriétés IVa et V.
Propriété VIa. p désignant un nombre premier > 2, les nom-
bres iz(p°) et 14(p) ont le méme degré de parité.
Propriété Vib. Sim=pJ. g ... Bty m = p, Piruicr Py B
désignant un nombre premier > 2,i=1, 2, .... k, alors les nombres
A3(mn), 2g(m) et iz(m’), ont le méme degré de parité.

II

Chiffres et restes complémentaires dans la période
(propriété D)

§ 1. Certains nombres entiers m possedent 1'étrange propriété
suivante: si 1'on représente la fraction proprement dite irréductible

;il—comme fraction périodique dans le systéme g, les chiffres de la

période, a partir de la moitié de la période, se complétent a g — 1
avec les chiffres correspondants de la premiere moitié de la période,
et, d'une facon analogue, dans la période des restes, les restes corres-
pondants se complétent a m.

Appelons cette propriété du nombre m propriété D. Elle ne

dépend nullement du numeérateur de la fraction % mais seulement

des nombres m et g. Nous n'allons considérer que des périodes sim-

ples®). Nous supposerons désormais (m, g) = 1 et, évidement,
(1, m) = 1.

Désignons les chiffres de la période par c,, les restes correspon-
dants par r, (i = 1,2,...,n); si la longueur i;(m) compte 2a termes,
la propriété D s'exprime par les égalités

cl+ca+i=g—1 (1)
Ti + Ta4t — M (2)
i =il 2-nk,a

Nous désignerons par Cg4 (1:;) la période des chiffres de la frac-

tion 1Ln’ représentée dans le systéme g et par Rg(#) le période des

restes correspondants dans le méme systéme.

% Cf. W. Sierpinski: Teoria liczb, Warszawa—Wroctaw, 3-e éd.,
1950, pp. 219, 222.
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!

Exemple — Cy (?) — 142)857; R, (—;) — 3,2,6,4,5,1. Pour la

période Cy, (717) on a les égalités: 1 + 8 = 4 5 =2 + 7 =29, pour

R,o(-;) ona:3+4=2+5=—=6+1=1.

§ 2. On peut se poser la question suivante: quels sont
les nomberes m qui ont la propriété D et dans quels systémes numé-
riques?

Remarquons d'abord que la condition mécessaire pour que le
nombre m posséde cette propriété est que la longueur de la période,
c'est-a-dire le nombre 44(m), soit paire. On wvoit pourtant aisément
que cette condition n'est pas suffisante.

D'autre part, E. Catalan (1842)!°) a démontré que si 1'éga-
lité (2) a lieu pour un indice i, elle a lieu aussi pour l'indice i + 1,
elle est donc vraie pour tous les indices suivants; on peut aussi mon-
trer qu’elle a lieu encore pour 1’ indice i — 1, donc elle est vraie pour
tous les indices inférieurs.

En profitant de cette propriété de l'égalité (2), il est facile de
démontrer que 1'égalité (2) entraine 1'égalité (1).

En effet, supposons que l'égalité » + r,.s = m ait lieu pour

un indice i dans la période R, (TL) alors, il résulte du théoréme de
Catalan quel'on a aussi: 7it1 + T.wiz1 = m. Or, entre les restes
r, et les chiffres c; des périodes Cy G{) et Ry ( %) il y a la relation

simple: gr, = mci+ i+, i =1, 2,.... De méme, gr..i = mc,4: +
+ Tati+1. En ajoutant ces égalités membre a membre, nous
obtenons:

g+ rari) = moci + Card) + (ris1 + Tativ1),

d‘ou, en tenant compte des égalités 7+ To4i = Ti41 + Tagit1 =
=m,

il résulte gm = m(ci+ c+) +m,

c’est-a-dire ctCtri=g—1.

Quant & la question si, inversement, 1'égalité (2) résulte de
I'égalité (1), on peut démontrer que cette circonstance n'a lieu que
lorsque 1'égalité (1) est vraie pour tous les indices i = 1, 2,... a.

19) Nouv. Ann. Math., 1, 1842, 464—5, 467—9.
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Nous ommettons la démonstration, reposante sur le théoréme de
M:idy, que nous allons énoncer plus loin.

En 1836 E. Midy'!) et, en 1864, W. H. H. Hudson!?) ont
démontré que si ijo(m) = 2n, (m, 10) = 1 et (m, 10" — 1) = 1, alors
le nombre m possede la prepriété D dans le systeme g = 10.

En 1880 O. Schloémilch?!¥) a trouvé que la condition néces-
saire, pour que le nombre m posséde la propriété D dans le systéme
g = 10, est qu‘il soit diviseur du nombre 10" + 1, ol1 2n = A, (m)
et (m, 10) = 1,

G.R.Perkins (1841)'2) a démontré que si dans la période

J 1 \
Rg (m) on a l'‘égalité r, = m — 1, alors le nombre m posséde

la propriété D. On démontre aisément que cette proposition résulte
du theoréme de Schlémilch. En effet, comme r, = g"(mod. m),
1‘égalité ci-dessus donne la congruence g" == m — 1= — 1(mod. m).

On peut montrer que les théoremes de Midy et de Schlo-
milch sont equivalents; en effet, si ig(m) = 2n, (m,g) =1
et (m,2)=1, on a la congruence
¢"—1=("— 1 (¢" + 1) = 0(mod.m), ou (¢" — 1, g" + 1) <2
Dong, si (m, g" — 1) =1, alors g" + 1 = 0(mod. m). D‘autre part,
g" + 1 == 0(mod. m) entraine (m, g" — 1) = 1.

Ce théoreme est fondamental pour le probléme considéré. Nous
I'énoncerons sous la forme suivante, comme

Théoréme de Midy. Pour que le nombre m posséde la propriéte D
dans le systeme g, il faut et il suffit qu‘il existe un nombre
naturel a satisfaisant a la congruence: g° + 1 == 0(mod. m).
De plus, st « est le plus petit nombre ayant cette propriété, alors
/g (m) = 2a. Le théoréme est connu, je me vais pas le démontrer.

§ 3. De ce théoréme, ainsi que des propriétés de la fonction 1, (m)
je vais déduire quelques propositions, nouvelles ou peu connues, et
quelques conséquences.

Théoréme I. — Si le nombre m posséde la propriété D dans
le systéme g et si g = g (mod. m), alors il la posséde aussi dans le
systéme g.

Démonstration. — Supposons que le nombre m posséde la

1) De quelques propriétés des mombres et des fractions décimales
périodiques, Nantes, 1836, 21 pp.

12) Oxford, Cambridge and Dublin Messenger of Math., 2, 1864, 1—6.

13) Zeitschrift Math, Phys., 25, 1880, 4186.

133) Amer. Journ. Sc. Arts, 40, 1841, 112.7.
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propriété D dans le systéme g. En vertu du théoréme de Midy,
il existe un nombre « tel que la congruence

g+ 1 =0 (mod. m) (3)
ait lieu. Comme
g == g (mod. m) (4)
on a aussi: g'= g' (mod. m),

d'ou, en tenant compte d2 (3), nous obtenons immeédiatement la
congruence

g"+1:=g"+1=0 (mod. m),
ce qui prouve gque m possc¢de la propriété D aussi dans le systeme g.
Désignons par ;', (i=1, 2,...) les restes de la période R; (;i}

Nous avons donc

7, == lg' (mod. m), (5)
de méme, pour Ry (':1), nous avons: r; = lg' (mod. m). (6)
La congruence (4) donne

g' = g' (mod. m) (7)
pour i = 1, 2, 3,..., donc il résulte de (3) et (6) que 1_-,-:-- r; (mod. m),

d'ou, au moyen des inégalités: 0 <<r;, < m, 0 < r, < m, nous obtenons
immeédiatement

. =7 (8)
En désignant par ¢; (i = 1, 2, ...) les chiffres de la période

C;(:—n) nous avons, pour les périodes des chifres et des restes dans
')

les systémes 5 et g, les égalités

b;i S mE; B :fl+1 (9)
gry = me;+ Ty (10)
Mais, d’aprés (8), 1'égalité (9) prend la forme
g7 = me; + Ty (11)
En retranchant (10) de (11) on a
9G—grn=m(—c) (12)

Mais (4) entraine g = g + km, ol k est un nombre naturel. De l‘éga-
lité (12), aprés avoir divisé les deux membres par m, nous obtenons

ci=c+kr,i=1023,... (13)
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Les égalités (8) et (13) permettent de déterminer les périodes
R; (;) et C; (1:1) au moyen des périodes Ry (:1) et Cqg (i) lorsque
g = g + km, de plus, elles confirment le théoréme I, car Cit Cagi =
=ctCritkr+r)=g—1+km=g— 1

§ 4. Théoréme II. Si le nombre m posséde la propriété D dans
le systéeme g et si gg = 1 (mod. m), alors il la posséde aussi dans
le systéme g. :

Démonstration. Si le nombre m posséde la propriété D
dans le systeme g, en vertu du théoreme de Midy nous avons la
congruence

g"+ 1 == 0 (mod. m). (14)
Puisque gg == 1 (mod. m), la congruence
(99)° = ¢"¢" = 1 (mod. m) (15)

est aussi vraie.
Mais (14) entraine g* = — 1 (mod. m), de la congruence (15) il
résulte donc
—— é" = 1 (mod. m) ou :(:7" + 1 = 0 (mod. m).
Le nombre m posséde donc la propriété D aussi dans le systéme g.

On démontre aisément que l'on a
=T, i=1,2,3,...; A= 2a = iz (m). (16)
En effet, si 1 = g_i; (mod. m), on a aussi
1&g 'g"" (mod. m), i =1,2,...
En multipliant membre & membre cette congruence avec la congruence
7, = lg' (mod. m), nous obtenons

gl

=_Elg

— g
car g1 = 1 (mod. m), en vertu de la définition du nombre i. L’éga-
lité (16) en résulte immédiatement. Elle constitue aussi une vérifi-
cation du theoréme II.

T == lg'l . _g_}‘_ - ‘;“'1_‘- (mOd m)

§ 5. Théoréme II1. Pour que le nombre pair m = 2m, ou (m, 2) =1,
posséde la propriéte D dans le systéme g, ou (g, 2) = 1, il faut et il
suffit que le nombre m la posséde dans le méme systéme,

Demonstration. Si le nombre impair m posséde la pro-
priété D dans le systéme g, la congruence g*+ 1 ==0 (mod. m) a lieu.
Le nombre g étant impair, le membre gauche de cette congruence est
pair, m étant aussi impair, nous avons g" + 1 = 0 (mod. 2 m), ce qui
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prouve que le nombre m = 2m posséde la propriété D. La condition
est donc suffisante.

Inversement, si le nombre pair m =2 m, ol (m, 2) = 1, posséde
la propriété D dans le systeme g, et si (g, 2) = 1, nous avons g* +
+ 1 = 0 (mod. 2m).
On a donc les congruences

g"+ 1 =0 (mod. 2) et ¢" + 1 == 0 (mod. m).

La derniére prouve que m posséde la propriété D, c'est—a—dire
que la condition est aussi nécessaire.
§ 6. Pour les nombres premiers p > 2 la propriété D a été étiudé par
Goodwyn')(1802), F. T. Poselger?) (1827, P. Lafitte!®)
(1851), W. H. H. Hudson??) (1864), J. W. L. Glaisher®®)
(1878); ces auteurs ont trouvé que si la longueur de la période,
c'est-a-dire 24 (p) est un nombre pair alors, le nombre p posséde la
propriété D.

Pourtant on peut démontrer un théoréme plus général.

Théoréme IV. — Pour que le nombre p* out p désigne un nombre
premier > 2 et a un nombre naturel, posséde la propriété D dans le
systéme g, il faut et il suffit que le nombre 14 (p) soit pair. Evidem-
ment (g, p) = 1.

Démonstration. — En vertu de la propriété IVa de la
fonction i, (m), la parite du nombre i; (p’), donc aussi celle du nom-
bre 14(p), est la condition nécessaire pour que le nombre p° posséde
la propriété D. Cela est évident, sinon celle-ci n’aurait pas lieu. Il
nous reste donc a démontrer que cette condition est suffisante.

En effet, si ig(p) est pair, il résulte de la propriété IVa de la
fonction Az(m) que Jg(p’) = 4 est aussi pair. On a donc, par défi-
nition du nombre 2, la congruence

g — 1 =0 (mod. p) (16")
ou (g; — 1) (g; + l) = () (mod. p").

Mais (g?— 1, g2 + 1) < 2, donc le nombre p > 2 ne peut étre com-

14) Journ. Nat. Phil. Chem. Arts, (ed. Nicholson), London, New Series,
1, 1802, 314—6. — Cf. R. L a w: Ladies'Diary, 1824, 44—45, Quest. 1418.

18) Abhand. Ak. Wiss. Berlin, (Math.), 1827, 21—386.

%) Nouv. Ann. Math., 3, 1851, 147—152. Cf. Amer. Math. Monthly, 19,
1912, 130—2.

17) Oxford, Cambridge and Dublin Messenger of Math., 2, 1864, 1—6.

%) Report British Assoc., 1878, 190—1.
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mun diviseur des nombres gz — 1 et g2 +~ 1. Donc un seul des nom-

bres g2 — 1 et g2 + 1 est divisible par p et p°. Mais, le nombre 1
étant par définition le plus petit nombre naturel, satisfaisant a la con-
i

gruence (16'), le nombre g2 — 1 ne peut étre divisible ni par p°, ni
)

par p. On a donc la congruence gz -+ 1 == 0 (mod. p°), ce qui prouve,
d’apres le théoréme de Midy, que le nombre p®a la propriété D
dans le systéme g. Ainsi nous avons trouvé que la condition du
théoréme IV est aussi suffisante. L.e théoréme IV est donc démontré
complétement.

§ 7. Théoréme V. — Si le nombre g est une racine primitive du
nombre m, m posséde la propriété D dans le systéme g.

Démonstration. — Le nombre g n'est une racine primitive
de m que dans le cas ou l'on a l'égalité 7, (m) = ¢ (m)9).

On sait??) que les seuls nombres qui possédent des racines pri-
mitives sont les nombres 2, 4, p°, 2p", ol p désigne un nombre
premier = 2, ¢« un nombre naturel. Nous avons donc a démontrer que
si g est une racine primitive de I'un quelconque des nombres 2, 4,
p’, 2p°, alors m posséde la propriété D dans le systéme g.

a) Pour le nombre m =2 tout nombre impair g=2 k + 1
(k — naturel) — et aucun autre — est une racine primitive. Mais,
alors, on a 44(2) == ¢ (2) = 1; on pourrait donc supposer que, le nom-
bre 18(2) étan! impair, la propric¢té D est en défaut. Pourtant, la con-
gruence g <~ 1 = 0 (mod. 2) est vraie pour tousles nombres g impairs,
donc, en vertu du théoréme de Midy, le nombre 2 posséde la pro-
priété D. Y aurait-il alors contradiction? Non, mais, dans ce cas, pour

1 ) En effet,

la propriété D il faut doubler la longueur de la période C, (2

on a alors (pour g=2k 4-1):
Cg(‘;') = kk ce qui donne ¢, +c¢c;=2k=g—1

Rll (?12_) - 1’1 ”» ”» ” T A Ts = 2 =m.

19) @ (m) désigne la fonction, bien connue, d’'Euler, quj exprime le
nombre des nombres premiers par rapport a m et plus petits que lui. Cf. p. ex.
G.H. Hardy et E.M. Wright. An Introduction to the Theory of Numbers,
Oxford, 1945, p. 52, Winogradow: Osnowy tieorii czisel (en russe).
W. Sierpinski appelle cette fonction ,fonction de Gauss”. Cf. Sier-
pinski: Teoria liczb, Warszawa—Wroclaw, 1950, p. 140.

) Cf. p. ex. W. Sierpinski, op. cit,, p. 193.
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Une circonstaice pareille ne se présente pas parmi les périodes a un
chiffre R, (I—) de longueur doublée, si m => 2. Pour que l'on ait
m

ig(m)=1, il faut que g =km -~ 1, (k — naturel). Nous avons alors
les périodes:

Cq (1—:—‘) = lk, lk ce qui donne ¢, + ¢, = 21k

RB(I)zlrl ” ” " T|+Tg':21-
m

Pour que 1'égalité r; -~ ro = m ait lieu, 1! faudrait donc que I’égalité
2l = m soit vérifi¢e; comme (I, m) =1 ceci n’est possible que lors-
quel=1 m = 2.

b) Pour le nombre m = 4 toutes les racines primitives sont
données par la formule g =4k — 1 (k =1, 2, . ..). Or, ces nombres g
vérifient la congruence g + 1 = (mod. 4), ce qui prouve, d‘apres
le théoréme de Midy, que le nombre 4 posséde alors la propriété D.

c) Si g est une racine primitive de p’ (p — nombre premier
> 2), alors i (p')=¢ (p°) =p" ' (p — 1. Donc, d‘aprés la pro-
priété IVa de le fonction iz(m), on a Jgz(p) = p — 1. Le nombre
4g(p) est donc pair, ce qui prouve, en vertu du théoréme IV, que le
nombre p° posséde la propriété D dans le systéme g,

d) Si g est une racine primitive de 2p°, alors g est impair.
De plus, on a 23(2p") = ¢(2p") = ¢(p’). Mais il résulte de l'éga-
lité (g,2) = 1 et de la propriété IIlb de la fonction i,(m) que l‘on
a aussi g (2p") = i4(p’). L‘égalité A4(p’) = @(p") ést donc véri-
fiée, ce qui prouve que g est aussi une racine primitive de p°.
D‘aprés ce qui a été dit sous c¢), le nombre p’ posséde alors la
propriété D dans le systéeme g; des égalités (g,2) = 1, (p",2) = 1,
et du théoréme III il résulte enfin que le nombre 2p" possede aussi
la propriété D dans le systéme g.

§ 8. Les propriétés de la fonction igz(m) permettent de demon-
trer le théoréme suivant.

Théoréme VI. — Le nombre 2 posséde la propriété D dans tout
systéme, dont la base g est impaire; le nombre 2°, a« désignant un
nombre naturel > 1, ne la posséde que dans le cas o g—=4k —1=
= =K —1,(K2)=1h>0»r=2+ hetasa
tisfait a la condition 1 <

Démonstration. — 1) La premiére partie du théoréme re-
sulte immédiatement d’apres le théoreme de Midy, de la congru-
ence g+ 1 =0 (mod. 2), qui est vérifiée pour tout nombre g impair.
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Pour ce qui concerne le nombre 2°, « > 1, remarquons d'abord
que le nombre impair g ne peut avoir que l'une des deux formes
suivantes:

a)g=4k+1=2""K +1=2"- K + llou(k,2)=1,»=2+h

b)g=4k—1=22+hK' —1 =2"-K —1fh > 0.

2) Or, d'apres la propriété IVb de la fonctions 1, (m), nous avons
alors pour 1 < a < »:
dans le cas a):

ig(2°) = 1; le nombre 2° ne peut avoir la propriété D, car
celle-ci exige que le nombre 14(2°) soit pair. D‘ailleurs, méme si
l'on doublait la période du nombre 2° dans le systétme g, on aurait
g+1=2"K +2=2(2"" k" +1)=% 0 (mod. 2°) pour a = 2, 3, ... »,
ce qui montre, d’aprés le théoréeme de Midy, que le nombre 2°
ne peut avoir la propriété D.

Dans le cas b) on a: i;(2") = 2 et alors la congruence

g+ 1= 2"Kk’=0(mod. 2%
est vérifiée; dans ce cas le théoreme de Midy montre que le
nombre 2° posséde la propriété D,

3) Dans le cas « = v+ 1 = 3 + h, nous avons, pour les deux
types du nombre g: 4,(2°) = 2°7'= 2. Mais alors, dans le cas a),
nous avons: g+ 1 = 2" k' +2=2(2"""-k'+ 1) % 0 (mod.2"""), car
v = 2; dans le cas b), de méme, g+ 1 = 2" k' % 0 (mod. 2'""), car
(k', 2) = 1. Cela prouve, en vertu du théoréme de Midy, que
le nombre 2°, « = » + 1, ne posséde pas la propriété D.

4) Considerons maitenant le cas « > v+ 1 = 3 + h. Pour les
deux types du nombre g nous avons alors 74(2°) = 2°7 " > 2. Posons,
pour abréger, 1,(2) = 1. Pour que le nombre 2° posséde la pro-
priété D, il faudrait, en vertu du théoréme de Midy et de la dé-
finition du nombre 41, que la congruence

gz +1=9g""1"4+1 = 0(mod. 2°)
fat vérifiee. Nous montrerons pourtant qu‘elle ne l'est pas. En effet
d‘aprés la définition du nombre 4 et la propriété IVb de la fonction
Jg(m), nous avons les relations

(1) g' — 1 =g*® " — 1==0(mod. 2°

(2) 9 —1 =g — 15 0(mod. 2"
Puisque le nombre 4 est pair, il résulte de (1)

(3" (@’ 7'+ 1) ("' — 1)=0(mod. 2"

ou, g étant impair, les deux nombres g=* "'+ 1 et g¥ "' —1
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sont pairs, et (9 "'+ 1, g "' — 1) = 2. Nous pouvons donc
écrire

g;‘"—v—l _+_ 1 e 2,,,n1 ; 92o
ou m,;, m, sont des nombres natureles et (m;, m,) = 1, car m, —
— my = 1. La congruence (3') prend la forme 4 m; m, = 0(mod. 2°),
d’'otr il vient

(4) m; my = 0(mod. 2°7%), a >3

Comme (mj, m2) =1, il en résulte que:

—r—1

_‘1=2m2,

A) ou bien m, est impair, m» pair et divisible par 2°~?% mais alors

g; +1 = g*“_‘_l +1 = 2m,; = 0 (mod. 2°), car « > 2,
B) ou bien m; est pair, m. impair. La congruence (4’) entraine
donc m, = 0 (mod. 2°~ %), d‘ou m; =1-2°"% | étant un nombre
naturel. Si l était pair, soit I = 21', on aurait:

’

2m, =21-2"?=2.27".22" =] .2

et 2m,  2my = ' m,-2°"!

La congruence g — 1 = g“!"_r —1=1my-2°"" = 0 (mod. 2°™")
serait alors vérifiée, en contradiction avec (2°). Le nombre 1 doit
donc étre impair. On a 2m; = 21-2°"?2 =1.2""" mais alors
.’!l_'_l pr L

o +1=2m, =1-2"" = 0(mod 2°) car (I -2) = 1.

i
La congruence gz + 1 =0 (mod. 2°) ne peut donc étre vraie si
a>v 4 1.
Notre théoréme est ainsi démontré complétement.

§ 9. Théoréme VII. — Pour que le nombre m" (m impair, n na-
turel) ait la propriété D dans le systéme g, (g, m) =1, il faut et il
cuffit que le nombre m lait aussi dans le méme systéme.

Démonstration. — Si le nombre naturel impair m posséde
la propriété D dans le systétme g, on a la congruence g+ 1 == 0
(mod. m), ol a est un nombre naturel. Cette congruence peut s’écrire

"= — 1+ km, (17)
k étant un nombre naturel. En élévant les deux membres de 1'égalité
(17) a la puissance impaire m, nous obtenons 1'égalité

__m(m—1) 1Em? 4 m(m—1) (m—2) 1em

um____ T_n_
g =T 5y o 1.2 1-2.3
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ou tous le termes du membre droit, a partir du troisiéme, sont divi-
sibles par m%. On peut donc 'écrire ainsi:

g" =—14+km?*+kKm® = — 1+ (k+ k'm) m?
ou encore
9" = — 1+ k;m? (18)
ou ky = k + k'm est un nombre entier. Par conséquent, on

a la congruence g'" + 1 = 0 (mod. m?), ce qui prouve que le nom-
bre m2 posséde aussi la propriété D dans le systéme g.

En élevant maintenant les deux membres de 1'égalité (18) a la
puissance impaire m, nous obtiendrons, d'une facon analogue
I'égalité

¢"" = — 1+ kym?,
ou ko est un nombre entier, il en résulte que le nombre m® possede
la propriété D dans le systeme y. De méme, nous aurons les égalités

. mt
" = —14+km'; ¢ =—1+4+kmd;...
Par induction, nous arrivons ainsi a la conclusion que la congruence

n=}
g™ 4+ 1=0(mod. m")
a lieu pour tous les nombres naturels n = 1.

Naus avons démontré que la condition du théoreme est suffi-
sante.

Supposons maintenant que le nombre m”, ol m et » sont na-
turels, ait la propriété D dans le systéme g; par conseéquent, il
existe, en vertu du théoréme de Midy, un nombre naturel « tel
que la congruence g" + 1 = 0 (mod. m"), et a fortiori, la congruence
g" + 1= 0(mod. m) soit vérifiée, ce qui prouve que le nombre m
possede aussi la propriété D. Nous avons donc prouvé que la condition
du théoreme est aussi nécessaire. Notre théoréme est ainsi démontré
complétement.

Exemples. — Nous avons vu que le nombre impair 7 posséde la

propriété D dans le systéme g = 10; il résulte du théoréme IV que

-

les nombres 7" doivent aussi l‘avoir. En effet, si I‘on représente
3 1 1 q B .o T

p. ex. la fraction 7 = 49 comme fraction décimale périodique,

on voit aisément que la propriété D a lieu. Nous avons

1
Cio (_—1-9-) — 020408163265306122448/979591836734693877551
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R,o(;q'): 10,2, 20, 4,40, 8,31, 16,13, 32,26,15,3,30,6,11,12,22, 24, 44,48,

- 139,47,29,45,9,41,18,33,36,17,23,34,46,19,43,38,37,27,25,5,1
D2 méme, nsus avons:

1 1
G (5)=on21; Ri(3)=34/21

1

Cs (23) — 0010020110 2212202112

25

§ 10. Nous allons établir l'important théoréme que voici.

Théoréeme VIII. — Si les nombres naturels m,, my, ...., m,
sont tous différents, la condition nécessaire et suffisante pour que
le nombre m = [m,, my,...., m,] posséde la propriété D dans le
systéeme g, (g, m)=1, est que les deux conditions suivantes soient
vérifiées simultanément:

Ry ( 1') = 3,9,2,6,18,4,12, 11,8, 24,22, 16, 23, 19, 7, 21, 13, 14, 17, 1

1) tous les nombres m,, my,..., m, ont la propriété D dans
le systéme g;

2) tous les mombres ig(m,), ig(my), ..., ig(m,) ont le méme
degré de parité > 0. Le nombre iz(m) a alors le méme degré
de parité que chacun des nombres 4g(m), i = 1,2, ..., n.

Remarque. — Nous appelons degré de parité du nombre
pair m = 2°m, ou (m, 2) = 1, le nombre .

Démonstration, — Nous montrerons, en premier lieu, que
le théoréme est vrai dans le cas n = 2.

a) Nous allons d'abord prouver que les conditions 1) et 2) con-
stituent une condition suffisante pour que le nombre m = [m;, m2]
posséde la propriété D. En effet, soit d’apres 2):

dg(my)) = 4y = 2601 ;o Ag(my) == 4, = 2602;
ol ay, ap, 6 sont des nombres naturels et a;, a; sont impairs En vertu
de 1) et du théorécme de Midy, on a les congruences,

g'-"!_l“' + 1 == 0 (mod. m,); g'z""]“' -+ 1 = 0 (mod. m.,)
c’'est-a-dire
™+ 1=0 (mod. m,); »"+ 1==0 (mod. my),
ou l'on a posé y=g¥™"
a aussi les congruences
y“" + 1=0 (mod. m,); y"" +1==0 (mod. m,)

. En désignant par t un nombre impair, on

8 Annales
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La congruence y*+ 1 == 0 (mod. m), ot a = [a, a2], m = [m1, m2]
est donc également vérifiée, c'st-a-dire que l'on a
e L 1=0 (mod. m).
Cela prouve que m possede la propriété D dans le systéme g. D'apres
la propriété III de la fonction 44z (m), on a alors la relation

Ag(m) = [1g (my), A4 (my)] = 2% . [ay,as] = 2 a.
Le nombre iz (m) a donc le méme degré de parité que chacun des
nombres 1, (m;) et i, (m.), car, les nombres a, et «; étant impairs,
a l'est aussi.

Ainsi nous avons démontré que les conditions 1) et 2) sont
suffisantes.

b) Afin de montrer qu'elles sont nécessaires, supposons d'abord
que la condition 1) soit remplie, alors que la condition 2) ne le soit
pas. Posons donc Ag(m,) = 4; = 2% ay; 1g(my) = 1, = 2%ay, ol 4,
02, @;, az sont des nombres naturels, &, — 4, = u > 0 et q,, a
sont impairs.

Puisque la condition 1) est remplie, nous pouvons écrire les con-
gruences

¢ T4 1= 0(mod. m,); ¢* "+ 1= 0(mod. m,),

c¢'st-a-dire

g'l

y¥a 4+ 1==0(mod. m,); ™+ 1= 0(mod. m,),
ou l'on a posé y = gf"_l

Or, puisque g > 0, il n’existe pas de nombre du type " + 1,
qui soit le p. p. c. m. des nombres 72""' +1 et y"+ 1, donc aussi
le p. p. c.m. des nombres m,, m,, sinon, le nombre a devrait étre*')
pair, comme multiple impair du nombre pair 2“qa,, et en méme
temps impair, comme multiple impair du nombre impair a;, ce qui
est impossible.

La congruence g + 1= 0(mod. m) n’est donc vraie pour aucune
valeur naturelle de ¢; par conséquent le nombre m ne peut avoir la
propriété D.

c¢) Supposons maintenant que la condition 1) ne soit pas remplie,
ne faisant aucune hypothése au sujet de la condition 2). Alors, au
moins 1'un des nombres m;, m. ne posséde pas la propriété D.

) Le nombre a" + 1 (a, n naturels) ne peut etre diviseur du nombre
a¥" 41 (a, n naturel); cela résulte immediatement de la congruence

a4 1 =" —14+2=0@Y¥W —1+2=2(mod a" +1)
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Admettons p. ex. que ce soit le nombres m;, ne faisant aucune hy-
pothése sur my. On a donc la congruence g" — 1==0(mod. m,),
alors que d’aprés le théoréme de Midy, ¢" + 1= 0(mod. m,) pour
tout nombre naturel «. Si t désigne un nombre naturel, la congru-
ence g°+ 1 == 0(mod. m,t) n'est donc vérifiée pour aucun « naturel;
il en résulte que la congruence g* + 1 == 0 (mod. m), ou m = [m,, m,),
n'est vraie pour aucune valeur naturelle de a. Le nombre m ne
posséde donc pas la propriété D.

A fortiori, la congruence g"+ 1 == 0(mod. m) n'est pas vérifiée,
lorsque les deux nombres m; et mo n’ont pas la propriété D. Par
conséquent, le nombre D ne la posséde pas non plus.

Nous avons donc montré que si la condition 1) n'est pas remplie,
le nombre m ne posséde pas la propriété D, indépendamment des
hypothéses faites sur la condition 2).

De toutes les hypothéses possibles (en tout 4), que l'on peut
faire au sujet des conditions 1) et 2), il er reste une, pour laquelle m
posséde la propriété D. Cette circonstance se présente lorsque les
deux conditions sont vérifiées simultanément,

Nous avons donc prouvé que les conditicns 1) et 2) sont néces-
saires et, ainsi, le théoréme est démontré pour n = 2.

On peut montrer qu’il est aussi vrai pour n > 2. En effet,
soient 3 nombres naturels differents m,, m,, ms et posons m =
= [m,, my, mg]. Puisque m = [m,, my, my] = [[m,, My}, ms] =
= [m, mg] ot m = [m,, m,], le nombre m posséde la propriété D
dans le systéme g, ainsi qui nous venons de le prouver, seulement
dans le cas, ou les deux nombres m et m, la possédent aussi, et ou
les nombres ig(m) et ig(m;) ont le méme degré de parité > 0. Mais
le méme raisonnement, apiiqué au nombre m = [m;, m.], montre
que celui-ci ne posséde la propriété D que lorsque les deux nombres
my, ma l'ont aussi et que les deux nombres i m,) et i, (m:2) ont
le méme degré de paritée > 0.

Puisque ¢ (m) doit avoir le méme degré de parité que iz (m,)
et ig(my), et 13(m) — le méme degré de parité que Ag(m) et ig(mg),
le nombre m ne possédera la propriété D dans le systéme g que si
tous les nombres m;, m,, m,, la possédent aussi et si tous les nom-
bres ig (my), Ag(m,), 14 (m;) ont le méme degré de parité > 0 et
ig(m) = [4g(my), 2g(my), ig (mg)] conserve le méme degré de parité.

On peut ainsi étendre le théoréme VIII a une quantité quel-
conque de nombres différents my, me, ...., m,. Le théor¢me est
donc démontlré.

8
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§ 11. Les théorémes VII et VIII, ainsi que la propriété VIb de la
fonction 4, (m) permettent d’énoncer le corollaire suivant.

Corollaire I. — Si les nombres impairs m,, ma, ..., m, sont
tous differents, la condition mnécessaire et suffisante pour que le
nombre m = [m]', my', ...., m*] posséde la propriété D dans
le systéme ¢, est que tous les nombres my, ms, ...., m, iaient
aussi dans le méme systéme et que tous les nombres i (m,),
lg(my), ..., 1zg(m) aient le méme degré de parité > 0.

En particulier, si (m;, m;) = 1 pour i,j =1, 2,..., k, alors

m=m]' m...mk (19)
Admettons, en outre, que m; — p;, ou p; (i = 1, 2 ..., k) est un
nombre premier > 2, et remplagons n, par a, I’expression (19) prendra
la forme

m = p|' p, ... P
qui n'est autre que la décomposition du nombre impair m en fac-
teurs premiers. Du corollaire I et du théoréme IV on déduit comme

conséquence le théoréme suivant, trés important pour notre pro-
bléme,

Théoréme de Jenkins??). — La condition nécessaire et suffisante
pour que le nombre impair m = p{' p, ... p,* posséde la propriété D
dans le systtme g est que tous les nombres i (p), i = 1, 2, ... k,

aient le méme degré de parité > 0.

Pour la démonstration il suffit de remarquer que, d’aprés le
corollaire I, la condition nécessaire et suffisante pour que le nombre
impair m = p{ p,’... p;* posséde la propriété D dans le systéme g,
est que tous les nombres p;, i = 1, 2, ... k, la possédent aussi et que
tous les nombres i4(p;) aient le méme degré de parité > 0. Mais,
en vertu du théoréme IV, pour que les nombres p, possédent la
propriété D, il faut et il suffit que les nombres /iy(p;) soient pairs.
Le probléme se rameéne donc au degré de parité des nombres i (p)).

Quant au nombre pair m = 2°m, (m, 2) = 1, on déduit des thé-
oréemes VI et VIII le

Corollaire II. — Pour que le nombre pair m =2°m, (m, 2) =1,
a > 1, posséde la propriété D dans le systéme g, (g, 2) 1, il faut et

) Cf. Math. Quest. Educ. Times, 7, 1867, 31—2. Jenkins a établi ce
théoréme pour g = 10 et (m. 10) = 1, mais il est évident qu'il est aussi vrai
pour toute base naturelle g pourvu que (m, g) = 1.
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il suffit que toutes les conditions suivantes soient remplies simul-
tanément:

1) g=4k—1=22""K—1=2K—1 ot »=2+h h>0,
(K, 2)=1,

2) 1 <a< v,

3) m posséde la propriété D dans le systéme g,

4) le degré de parité du nombre j‘;: (m) est 1.

Le cas m = 2m, (m, 2) =1 a été étudié au théoréme III.

§ 12. En profitant des propriétés de la fonction 4,(m) nous pouvons
déduire du théoréme de Jenkins quelques nouvelles consé-
quences,

Tout nombre premier p = 2 peut étre mis sous 1'une des deux
formes 4k — 1 ou 4k + 1.

1) Sip=4k—1,alors ¢ (p)=p — 1 =4k — 2 =2 (2k — 1),
donc ¢(p) est alors un nombre pair de degré 1. Par conséquent le
degré de parité de chacun des diviseurs pairs du nombre ¢{p) est 1.

2) Sip =4k + 1, alors ¢(p) = p — 1 = 4k = 22%k; dans ce cas
¢{p) est un nombre pair de degré au moins 2 (k peut étre pair ou
non). Il existe donc des diviseurs pairs du nombre ¢(p), dont le degré
de parité est arbitraire, mais ne surpasse pas celui du nombre 4k.

ig(p) étant toujours diviseurs de ¢ (p), le raisonnement indiqué
sous 1) permet de tirer du théoréme IV la conclusion suivante: si p*,
ou p est un nombre premier de la forme 4k — 1, possede la pro-
priété D dans le systéme g, alors 44(p) est un nombre pair de degré 1;
si p est de la forme 4k + 1, il résulte de la remarque 2) que 244(p)
est un nombre pair, dont le degré de parité peut étre arbitraire > 0,
mais ne surpasse pas celui du nombre 4k.

Du théoréeme de Jenkins résulte donc le

Corollaire III 22°), — Si les nombres premiers impairs pi, po, - . .,

p, sont tous de la forme 4k — 1 et possédent tous la propriété
D dans le systéme g,alors le nombre m == p% o O la possede
aussi dans le méme systéme.

Pourtant le nombre m = p;'p,’ .... pi" ou p; (i = 1,2, ... n)

sont des nombres premiers > 2 de la forme 4k -+ 1, qui ont la pro-

22a) Dans une lettre adressée a M. Sierpinski (que celui-ci a bien
voulu mettre a ma disposition)), M. Warmus (Wroclaw) a communiqué le

14. XI. 1947 qu'il a établi la proposition suivante: le nombre n = p'l" p;' ....p:k

posséde la propriété D dans le systéme g = 10, (g, n) = 1, si aucun des nombres
pi G4 =1,2,..., k) nest de la forme 4s — 1 et si le nombre 10 est non-reste
quadratique pour chacun d’eux.
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priété D dans le systéme g, peut ne pas l'avoir dans le méme systéme,
si les nombres 14(p;) n'ont pas tous le méme degré de parité > 0.

Si l'on a l'égalité 4; (m) = ¢(m), le nombre g est, comme on le
sait, racine primitive du nombre m. Dans le cas m =— p cette égalité
prend la forme 4 (p) = p — 1. Le nombre 44(p) est alors pair de
degré 1 si p = 4k—1, de degré au moins 2 si p = 4k+1.

Du théoréme de Jenkins on déduit encore le

Corollaire IV. — Si g est une racine primitive de tous les nom-
bres p,, Py, ..., P, premiers > 2 de la forme 4 k— 1, alors le nombre
m = p," p,"... p;" posséde la propriété D dans le systéme g.

Pourtant cette conclusion peut ne pas étre vraie dans le cas,

ou les nombres p; (i = 1, 2,... n) sont tous du type 4k+1 et g est
une racine primitive de tous ces nombres,
Théoréme IX. — Si dans le nombre impair m = p™. p™... p,"

au moins deuxr nombres premiers p,, p, sont de types differents
4k — 1 et 4k+1, et ont tous les deuxr g comme racine primitive, alors
le nombre m ne posséde pas la propriété D dans le systéme g.

Démonstration. —Sip, = 4k — 1 et p, = 4k’ + 1, g étant
racine primitive de ces deux nombres, on a

Is(p) = plp) = 4k — 2 =2 2k — 1),
et ig (p,) = @ (p) = 4K’ = 2*- K.
Alors les nombres A4 (p,) et iy (p) n'ont pas le méme degré de pariteé.
D'apreés le thécoreme de Jenkins, le nombre m ne peut donc avoir
la propriété D dans le systeme g, c. q. f. d.

Ainsi p. ex. le nombre 119="17- 17 n’a pas la propriété D dans
le systéme g = 10, bien que les nombres 7 et 17 la possédent et que
10 soit racine primitive de chacun d'eux. C'est parce que le nombre 7
est du type 4k—1 et 17 du type 4k+1. Nous avons donc: 1;0(7) =
=6=2.3; 210 (17) = 16 = 2*; les nombres 2 - 3 et 2! ont différents
degrés de parité.

§ 13. Afin de savoir sile nombre m =2° p*. p™.... p;", ot a > 1
etp, > 2, (i=1,2, ...n) posséde la propriété D dans le systéme g,
ou (g, 2) = 1, il faut et il suffit de calculer les nombres

24(2°), Ag(py), Ag(Po),- .., 2g(py)
et de déterminer leur degré de parité. Si celui-ci est le méme pour
tous, le nombre m posséde la propriété D, sinon la propriété D n’a
pas lieu.

Dans le cas @ = 1 il est superflu d'étudier le nombre 7, (2).
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Exemples.

L g =10, p =11, 4,0(11°9) = 11°7*.2,
Puisque 410(11) = 2, le nombre 11° posséde la propriété D dans le

systéme g = 10. En effet, nous avons Co (111) =09, R, (11—1)= 10,1.

1
C10(121)=00826446280 ] 991735531719
1
Rio (121) = 10, 100, 32, 78, 54, 56, 76, 34, 98, 12, 120, | 111, 21, 89,

43, 67, 65, 45, 87, 23, 109, 1.
On voit que la propriété D a lieu. Signalons encore les intéressantes

propriéts des périodes Clo( : et Ru.(

- 4 1
211) 121) 2
symétrie des termes équidistants des 2 extrémités de la période

R“'(l:ln)

unités et des dizaines sont échangés.

Les nombres 10 et 1, 100 et 109, 120 et 111 semblent échapper
a cette symétrie Pourtant une petite transformation permet de la
rétablir. En effet, nous avons

en particulier la curieuse

p. ex. les nombres 32 et 23, 78 et 87, etc. ou les chiffres des

10 = = 10, 1 = = 0 1,
100 = 9-10+10 = 9 10, 109 =10-10+ 9 =10 9,
120 = 11 - 10 4 10 = 11 10, 111 = 10 - 10 + 11 = 10 11.
Remarque, — Lest nombres 10 et 11 doivent étre considérés
comme ,,chiffres.
IL. g = 10, m = 11011 = 7.112.13.

Le nombre 11011 posséde la propriéié D, car 4;0(7) = 6,
A10(11) = 2, 4;9(13) = 6, et les nombres 2 et 6 ont le mé¢me degré
de parité 1. En effet, nous avons

Cio (11011) = 000 090 818 272 636 454 454 636 272 818 090 | 999 909
181 727 363 545 545 ...
IIL g =10, m=1309 =7 -11 - 17.

On voit aisément que le nombre 1309 ne posséde pas la propz;i_été D
dans le systéme 10, car 4,0(7) = 6, 410(11) = 2, 4;0(17) = 16 et les
nombres 6, 2 et 16 ont différents degrés de parité
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II1.

Application de la fonction /z(n) a I'étude de la congruence
chinoise 2" — 2 = 0 (mod n).

§1 4. Les Chinois supposaient que le nombre 2" — 2 n’est divi-
sible par n que lorsque n est un nombre premier. Or, M. Ban a-
chiewicz®) a trouvé 7 nombres naturels composés n < 2000, pour
lesquels I'hypothése des Chinois est en défaut. Ce sont les nombres
(19) 341 = 11.31; 561 == 3.11.17; 645 = 3.5-43; 1105 —

5:13.17; 1387 = 19.73; 1729 =— 7.13.19; 1905 — 3.5.127.
On voit qu'ils sont tous impairs.

M. Sierpinski?) a démontré le théoréme suivant:

Théoréme. Si nombre impair n est tel que le nombre 2"— 2
soit divisible par n, le nombre impair k= 2"— 1 posséde aussi cette
propriété. De plus, si n est composé, le nombre k 1'est aussi.

Il en résulte qu'il existe une infinité de nombres impairs com-
posés n, pour lesquels 1'hypothése des Chinois est en défaut

§. 15. Appliquons la fonction 44 (n) a 1'é¢tude de ce probléme. Puis
que 1;(n) = 1 n'est autre que l'exposant, auquel appartient le nom-
bre g modulo n, on a la congruence

(20) g‘1 -1= 0 (mod. n),
ol 2 est le plus petit nombre naturel, pour lequel cette congruence
est vraie. La congruence g° — 1 == 0 (mod. n) entraine donc la con-
gruence g = 0 (mod A4(n)) et réciproquement 25).

L’hypothese de Chinois sur la divisibilitt du nombre 2" — 2
par n équivaut évidemment a la congruence

(21) 2" — 2 = 0 (mod. n).
11 taut distinguer ici 2 cas, selon que n est impair ou pair.

23) T. Banachiewicz: Comptes Rendus de la Soc. des Sciences et
des Lettres de Varsovie, Classe III, Année 2 (1909), p. 9. Je cite d'aprés W. Sier-
pinski: Remarque sur une hypothése des Chinois concernant les nombres
(2"—2)/n. Colloquium Math., vol. I, fasc. 1, p. 9, Wroctaw 1947.

2) W. Sierpinski: Remarque citée plus haut et aussi du méme
auteur Teoria liczb, Warszawa—Wroclaw, 3-e éd., 1950, p. 61 et p. 66 exercice 15.
Remarque. — En vue des applications j'ai énoncé le théoréme sous une forme
un peu différente, pourtant sans en changer la teneur.

%) Cf. W. Sierpinski, Teoria liczb, 1950, p. 173.
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1) Si n est impair, posons n = m; la congruence (21) se réduit
alors a la congruence
(22) 2™ — 1 = 0 (mod. m),

2) Si n est pair, posons n = 2m, la congruence (21) prend alors
la forme
(23) 2" — 1 = 0 (mod. m),
d’ou il résulte que m doit étre impair

Dans les 2 congruences (22) et (23) le nombre m est donc impair.

Ces remarques permettent d'énoncer le lemme suivant.

Lemme. — Pour que la congruence chinoise 2" — 2 == 0 (mod. n)
soit satisfaite, il faut et il suffit que l'une des 2 congruences suivantes
soit vraie:

1) n=—m, m — 1 = 0 (med. 2; (m)),

2) n=2m, 2m — 1= 0 (mod. 1,(m)),
ou m désigne un nombre impair.

§ 16. Il est possible maintenant de donner une démonstration du
théoréeme de M. Sierpinski, utilisant les propriétés de la fonc-
tion 4g (n).

Supposons que le nombre impair n vérifie la congruence chinoise

(24) 2" — 2 = 0 (mod. n).
D'aprés le lemme précédent, la congruence
(25) n— 1= 0 (mod. 4,(n))

est donc vraie. En prenant le nombre impair k = 2" — 1, pour lequel
on a evidement
(26) 23 (k) = n,
nous avons k — 1 = 2" — 2. Donc, en tenant compte de (24) et
(26), il vient: k — 1 = 0 (mod. 1,(k)), ce qui prouve, d’apres le
lemme précédent, que le nombre k satisfait a la congruence chinoise.
Supposons maitenant que le nombre impair n est composé, p. ex.
n = pq; le nombre impair k = 29— 1 est aussi composé, car il
est divisible par 2 — 1 et 29 — 1. 1l en résulte immédiatement
le théoreme de M. Sierpinski.
§ 17. En appliquant encore les propriétés de la fonction 44 (n)
il sera facii2 de démontrer le théoréme suivant, bien connu.
Théoréme A?%). — Tous les nombres premiers, tous les nom-
bresde Mersenne, de Fermat et tous les nombres pseud o-
premiers satisfont a la congruence chinoise.

20) Cf., W. Sierpinski: Teoria liczb, 1950, p. 61 et p. 66, ex. 14, cf.
aussi p. 60 ( nombres pseudo-premiers).



122 F. Jakébczyk

Démonstration. — a) Les nombres premiers p > 2 véri-
fient la congruence chinoise 2° — 2 = 0 (mod. p) c’est-a-dire la con-
gruence 2°7' — 1 = 0 (mod. p) donc aussi la congruence p — 1 = 0
(mod. 12(p)), (d’aprés le lemme), car cela résulte immediatement du
petit théoréme de F e rm a t; d'ailleurs p—1 = ¢(p) et 12(p) est divi-
seur de ¢(p). Le théoréme étant vrai pour le nombre 2, nous voyons
qu'il est vrai pour tous les nombres premiers.

b) Les nombres de Mersenne sont les nombres impairs du
type M, = 2° — 1 ou p est premier. Or, il résulte de a) et du théo-
reme de Sierpinski qu'ils vérifient la congruence chinoise
lorsqge p > 2. Le théoréme étant vrai pour le nombre M, = 2% —
— 1 = 3 (nombre premier, cf. a), il est vrai pour tous les nombres
de Mersenne.

c) On appelle nombres de Fermat les nombres impairs du
type F, =2 + 1, k naturel. Puisque

(27) 1(F) = 2 - 28 = 2k*!
et que la congruence
(28) F, — 1 = 2% = 0 (mod. 2“*")

est vérifée pour tout nombre naturel k > 0, (27) et (28) permettent
de conclure que la congruence F, — 1 == 0 [mod. 4;(F;)] a aussi lieu,
ce qui prouve, en vertu du lemme, que le théoréme est vrai pour
tous les nombres de Fermat.
d) Les nombres psecudo-premiers?’) sont les nombres
impairs n saticfaisant a la congruence
(29) g —1=0 (mod. n)
pour toute valeur de g, premiere a n. Pour g — 2, cette congruence
prend la forme
2" ' — 1 =0 (mod. n);
le nombre n étant impair, on a donc aussi 2r — 2 = ( (mod. n).
Ainsi notre théoréme se trouve complétement établi.
§ 18. On démontre aussi aisément le théoreme suivant.
Théoréme X. — Si un nombre impair de la forme n = 2" + 1
ou m désigne un nombre entier non négatif, satisfait a la congruence
chinoise 2" — 2= 0 (mod. n) alors il est un nombre de Fermat.
Démonstration. — Pour le nombre n = 2™ + 1 ona 4, (n) =
= 2m; la congruence n — 1 = 0 [(mod. 1, (n)] (cf. le lemme) prend

*¥) S. Sispanow: Bolletino di Matematica 14, (1941), pp. 99—106.
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m—1

la forme: 2" = 0 (mod. 2m), c'est-a-dire 2" = 0 (mod. m), d'ou il
résulte que m = 2", h étant un nombre entier non négatif, verifiant
I'inégalité

h<m—1=2"—1

Pourtant cette inégalité est vraie pour tout nombre entier non
négatif. Donc n = 2" L 1, n=F, c g £ d

Dans de nombreux cas, les nombres de Mersenne?) et de
F er m a t*) sont composés. Ains: M,; = 2" — 1= 2048 — 1 =23 - 89,
Mgy = 223 — 1 — 8388608 — 1 — 47 - 178481; My, = 2?* — 1 =
= 536870912 — 1 = 233 - 2304167; F* = 22° + 1 = 641 - 6700417;
Fg = 22° 4 1 = 274177 - 67280421310721.

Les nombres pseudo-premiers®) sont tous des nombres
composés impairs du type n = p;p,.... ;, o0 k = 3. P. ex.
561 =23-11-17; 1105 =5-13-17; 1729 = 7-13-19; 2821 = 7-13-31;
63973 = T7-13-19 - 37; 294409 = 37 - 73 - 109; 509033161 =
=T7-13-19-37-173-109.

Ces exemples montrent & quel point 1'hypothése des Chinois
était fausse.

Remarquons encore que parmi les 7 nombres, trouveés par T. B a-
nachiewicz 3 sont pseudo-premiers: 561, 1105, 1729.

§ 19. Dans la suite nous aurons besoin des propriétés IV et V de
la fonction ig (n), pour cela, nous y poserons g =— 2.

Considerons maintenant un nombre impair arbitraire m =
P Py ... DX, et posons m' = p;p; ... P

Quand existe-t-il des racines de la congruence

(30) m = 1 = 0 [mod. ig(m)]
ou encore de la congruence
(31) 2m — 1=0 [mod. i;(m)],

donc aussi, d'aprés le lemme, des racines de la congruence chinoise?
A. Supposons d’abord que m = p°, c’est-a-dire que l'indice k = 1.
Les congruences (30) et (31) prennent alors la forme

(32) p’— 1 = 0 [mod. 1, (p")]

(33) 2p" — 1= 0 [mod. 1, (p)].

) Je cite les nombres M;;, My3, Mg d’ aprés W. S:erpinski: Teoria
liczb, 1950, 3-e éd., pp. 120—1.

%) Pour les nombres Fs5, Fg cf. G. H. Hardy et EE M. Wright: An
Introduction to the Theory of Numbers, Oxford, 2nd ed., 1945, p. 14.

3%) Les nombres pseudo-premiers sont cités d'aprés O. Ore: Numbers
Theory and its History, New York, 1948, 1 ed., pp. 331—9.
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Nous allons distinguer 2 cas: 1) 1 << a < v = »,(p)

2) a > .
Dans le cas 1) les congruences (32) et (33) deviennent
(34) p'— 1= 0 [mod. 4, (p)]
(35) 2p"— 1 = 0 [mod. i, (p)]

Puisque 4; (p) est diviseur du nombre ¢ (p) = p — 1, est celui-ci
est diviseur de p* — 1, alors il est évident que la congruence (34) est
vérifiée, alors que (35) ne i'est pas

Remarque. — Il est clair que tous les nombres premiers
p => 2 sont contenus dans le cas 1). Quant au nombre 2, il est évident
qu’il satisfait 4 la congruence chinoise, comme nous l’avons remar-
qué plus haut.

Dans le cas 2), les congruences (32) et (33) prennnent, d’apreés la
propriété IVa de la fonction 44(n), la forme

p’— 1= 0[mod. p" -2 (p)l; 2p"— 1 = 0 [mod. p” "+ 1, (p)].

11 est clair qu’aucune de ces congruences n'est vérifiée, car aucune
des 2 congruences

p"— 1= 0 (mod. p" ")
2p — 1=0 (mod. p" ")

n’a lieu.

B. Admettons maintenant que m = p, " p,"... p}%, ou k>1.
Nous distinguerons encore 2 cas: 1) 1 < «; < », = », (p,) pour tous
lesi=1, 2,...., k, 2) @ > »;, pour un indice i=3j au moins.

Dans le cas 1), en vertu de la propriété V A de la fonction ig(n),
les congruences (30) et (31) prennent le forme

m— 1 =0 [mod. ,(m")]
2m — 1 = 0 [mod. iym')].
Dans le cas 2), les mémes congruences (30) et (31) prendront,
d’apreés la propriété V B de la fonction 7,n), la forme

(36) m—1=0 (mod.|p; " (p), v 22 (B2), ... B~ ks (P)),

;'2(pj+1 )’ 22 (pj+2 )’ s ‘:’i‘_(Pk )]) B
37) 2m—1=0 (mod. [p) "% (), B % (o). B 42 (p)),

Az (pj+1 ) A2 (pj+z Jrooes 22 (Pr)])
lorsque 1’ inégalité ¢, > »; a lieu pour tous les indices 1 =1, 2, ... ., j,
ou 1 < j <k etoul on admet que, dans la décomposition du nom-
bre m en facteurs premiers, on a écrit d'abord tous les facteurs p
pour lesquels «; > v,.
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Or, les congruence (36) et (37) ne peuvent étre vérifiées, car les
congruences
m — 1 =0 (mod. p; ")
2m — 10 (mod. p; ")
ne sont jamais satisfaites.
En rassemblant ces résultats nous obtenons le théoréme suivant:
Théoréme XI. Les seuls nombres qui satisfont a la congruence
chinoise 2" — 2 = 0 (mod.n) sont les suivants:
1) tous les nombres premiers n = p,
2) tous les nombres impairs n=7p", ou 1 < a < v = »y(p),
3) tous les nombres impairs n =m =p;' p;'... pr,oul < ¢; < ¥ =
= w(p;) pour i = 1, 2,... k,pourvu que la congruence

m — 1 =0 [mod. i, (m)], m'=p, ps... D
ait lieu,

<y, =w(p)pouri=1,2,.... k > 2,d condition que la congruence

4) tous les nombres pairs n = 2m = 2p," ps"... p:", oul < q; <

2m — 1 = 0 [mod. iy(m')] m' = p; ps... Dk
soit vérifiée.
Remarque. — Il est facile de voir que le No 1 du théoréme XI

est un cas particulier du No 2, sauf pour le cas p=2, et que le No 2
est un cas particulier du No 3,

§ 20. Les nombres impairs n =", dont il est question dans le
No 2 du théoréme XI, pour lesquels 1 << « << », doivent étre trés rares.
Autant que je le sache, on ne connait actuellement qu’un seul de ce
genre, n = 10932, pour lequel on a la congruence?) 2102 _1 = (
(imod. 1093 2). En vertu de la définition du nombre 24(n), il résulte
de cette congruence que 42 (109332) est diviseur du nombre 1092 =
= 1093 — 1 = ¢ (1093). On sait que le nombre 22 (1093) est aussi divi-
seur de ¢ (1093). Or, d’aprés le propriété IVa de la fonction 14(n), la
suite 24(p%), @ = 1, 2, 3, . ... ne contient jamais 2 diviseurs dif f é-
rents du nombre ¢ (p). On a donc I'égalité 1o (1093) = 42 (1093 2);
de 13, en vertu de la propriété IVa de la fonction Z4(n), il résulte
immeédiatement que », (1093) = 2.

Pourtant, pour les nombres premiers p =2, on a, en général,
I'égalité »2 (p) = 1.

31y Cf. G. H Hardy et E M. Wright: An Introduction to the Theory
of Numbers, Oxford, 1945, 2.e éd., p. 73.
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§ 21. On ignore, jusqu’a présent?!2 s'il existe des nombres pairs
composés, dont il est question au No 4 du théoréme XI, qui satisfas-
sent a la congruence chino:se. On peut établir le corollaire suivant.

Corollaire V. — Le nombre impair n >> 1 et le nombre pair 2n ne
peuvent vérifier tous les deuxr la congruence chinoise2" — 2=
(mod. n).

Démonstration®). — Sices nombres vérifiaient la congru-
ence chinoise, les 2 congruences

(38) 2" — 2 =20 (mod. n) et 2°" — 2 =0 (mod.2n),
donc a fortiori aussi la congruence
(39) 2’" — 2 = 0 (mod. n).

devraient étre simultanément vraies. En retranchant (38) de (39) nous
aurions

2*" — 2" = 2" (2" — 1) = 0 (mod. n),
donc, puisque (n, 2) = 1, nous aurions aussi
(40) 2" — 1 = 0 (mod. n).
En retranchant ensuite (38) de (40) nous aurions alors 1= 0 (mod n),
ce qui est impossible, car n >> 1. Les nombres n et 2n, ou (n,2) =1,
ne peuvent donc simultanément vérifier la congruence chinoise.

§ 22. D'apres la remarque du § 19 il est clair que le No 3 du théo-
réme X1 est vrai pour tous les nombres impairs{premiers et composes),
qui satisfont a la congruence chinoise. On peut donc énoncer le.

Corollaire VI. — Tous les nombres impairs n, verifiant la con-
gruence chinoise 2" — 2 = 0 (mod. n), sont du type n = p{'p, ... pk,
onl <ag<v=mwv(p)i=12....,k, » étant le plus grand
nombre, naturel satisfaisant 4 la congruence 2% — 1 = 0 (mod. pi'),
ou A, = ia(py).

Les nombres pairs composés, vérifiant la congruence chinoise,
s'ils existent, sont tous du type n = 2p{'p,’ .... p¥, ot 1 < a; < ¥, =
=(p),i=12...ketk = 2.

De ce corollaire ainsi que du théoréme A on déduit immédiate-
ment le

31a) N.G. W.H. Beeger a démontré récemment qu'il existe une infinité
de nombres paires satisfaisants a la congruence chinoise: le plus petit d’eux,
trouvé par Lehmer, est 2. 73. 1103. Cfr. Beeger N. G. W. H: On even
numbers m dividing 2™ — 2. Amer. Math. Montly, 58, 1951, 553—555. et
Mathematical Reviews, Vol. 13, No 4, April 1952, p. 320.

3) Je dois cette courte démonstration a M. le Professeur Biernacki,
alors que la mienne, beaucoup plus longue, procédait par induction.
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Corollaire VII. — Tous les nombres des Fermat et de Mersenne
sont des nombres impairs du type n = p;'p; ... p*, on 1 < q; < v, =
=»nphi=12..., k.

Les nombres pseudo-premiers sont tous, nous l'avons vu,
des nombres impairs du type n = p,; p; ...... px ou k = 3. Les nom-
bresde Fermat etde Mersenne, cités a titre d’exemples, ain-
si que la remarque du § 20 suggérent 1'hypothése suivante:

Hypothése. — Les nombres de Fermat et de Mersenne
sont des nombres impairs du type n=mp, p>...p; Ot k = 1.

La question reste ouverte. Aucun couple de nombresde Fermat
ne pouvant avoir de p. g. c. d. supérieur a 1, si I'hypothése était vraie,
nous aurions une preuve immédiate du fait qu’il existe une infinité
de nombres premiers 3%),

§ 23. En appliquant la fonction 1,(n) a I’étude de la congruence
chinoise, nous obtenons un moyen simple et facile de vérifier si un
nombre donné n satisfait a cette congruence ou non.

Ainsi, prenons les nombres de Banachiewicz et quelques
des nombres pseudo-premiers. Tous ces nombres étant impairs, il
suffit, en vertu du lemme, de faire la preuve avec la congruence
n — 1 = 0 (mod 42 (n)).

En effet, pour les nombres de Banachiewicz nous avons,
en vertu de la propriété IIla de la fonction 4,4 (n):

1) 25(341) =[4,(11),2,(31)]=[10;5] = 10; 341 —1=0(mod. 10)
2) 2,(561) =[45(3),25(11),4,(17)] =[2;10;8] =40; 561 — 1=0(mod.40)
3) 2(645) =[25(3), 25(5), 12 (43)] =12; 4; 14] = 28; 645— 1=0(mod. 28)
4) 25(1105) =[15(5),22(13),2,(17)]=[4;12;8] =24; 1105 — 1=0(mod. 24)
5) 22(1387)=[4;(19), 4,(73)] =[18; 9] = 18; 1387 —1=0(mod. 18)
6) 42 (1729) =[45(7),42(13),42(19)] =[3;12;18] = 36; 1729 — 1=0(mod. 36)
7) 22(1905)=[15(3), 4, (5),4,(127)] =[2;4;7] = 28; 1905 — 1=0(mod. 28)
Prenons maintenant un nombre pseudo-premier, p. ex.
2821 =17 .13 . 31. En vertu de la propriété IIla de la fonction i, (n)
nous avons
(41) Ae (2821) = [2x(7), 25(13), 25(31)].
Le symbole a | b indiquant, comme d’habitude, que a est diviseur de b,
remarquons que pour tous les nombres premiers p et g premiers a p,
I'on a 44(p) @ (p), donc aussi 4,(p)| @ (p). Nous avons donc 1,(7)]|6;

%) Cf. la démonstration de P6lya pour l'existence d'une infinité de
nombres premiers, citée par G. H. Hardy et E. M. Wright dans An
Introduction to the Theory of Numbers, Oxford, 1945, p. 14.
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i3 (13)12; 25(31) 1 30. 11 en resulte que [4,(7), 45(13), 2,(31)]|([6;12; 30],
Puisque [6; 12; 30] — 60, en vertu de (41) l'on a 4,(2821)i60.
On verifie aisement que 60 |2820, donc 1,(2821)|2820; ainsi la con-
gruence 2821 — 1 = 0 (mod. 1, (2821)) est vraie, ce qui prouve que
le nombre 2821 satisfait a la congruence chinoise.

Streszczenie

W pracy tej podaje rezultaty zastosowania funkcji 24,(m), ktorej
wlasnosci omawiam w cz. I, do badania ulamkéw okresowych (cz. II)
i kongruencji chinskiej 2" = 2 (mod n) (cz. III).

Sposréd wielu wlasnosci utamkoéw okresowych rozpatruje tu
tylko tzw. wiasnos$¢ D, polegajaca na tym, ze cyfry w okresie cyfr

ulamka nieprzywiedlnego 1;, rozwinietego w ukladzie pozycyjnym

o podstawie g, poczawszy od polowy okresu, dopelniajg sie z odpo-
wiednimi cyframi od poczatku okresu do liczby g-1, analogiczne zas
reszty w okresie reszt dopelniajg sie do liczby m.

Omawiam wigc wiasnos¢ D liczby m w ukladach g i g, gdy za-
chodzg zaleznosci: g = g (mod m) (Tw. I), lub g‘(}_ = 1 (mod m) (Tw. II),
oraz w ukladzie g, gdy g jest pierwiastkiem pierwotnym liczby m
(Tw. V). Podaje warunki konieczne i dostateczne istnienia wlasno-
sci D dlaliczb p* (p — liczba pierwsza > 2) (Tw. IV), 2°, (Tw. VI), m"
(m — liczba nieparzysta), (Tw. VII), m = [my, m,, ..., m], (Tw. VIII)
2°m, (m — liczba nieparzysta), (Tw. IIl i Wn. II), m = p{' p ... p;¥
(Tw. Jenkinsa — podane tu jako wniosek). W koncu, opierajac
sie na wtlasnosciach funkecji ig(m), wyprowadzam z tzw. Jenkinsa
wnioski dotyczace istnienia wlasnosci D dla liczby m = p{'p,’ ... p*
w zaleznosci od tego, czy liczby p; (i =1, 2, ... k) sg liczbami typu
4k + 1 czy typu 4k — 1, oraz w zaleznosci od tego, czy podstawa
ukladu g jest, czy nie jest pierwiastkiem pierwotnym liczb p,. (Wn. III
i IV, Tw. IX).

W zastosowaniu funkeji i (m) do badania kongruencji chinskiej
"= 2 (mod n) otrzymuje jako gléwny wynik warunki konieczne
i dostateczne na to, by liczba nieparzysta n = p,'p;’ ... p.* lub pa-
rzystan = 2p; p, ... p," Spelniala te kongruencje (Tw. XI), z kté-
rego jako prosty juz wniosek wynika pewna interesujgca, przy tym
nowa wlasnosé liczb Mersenne’a i Fermata, ktore, jak wia-

domo spelniajg takze kongruencja chinska.
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W koncu cz, III — podaje metode sprawdzania, czy liczba dana n
spelnia, czy nie, kongruencje chinska, metoda ta opiera sie na wita-
sno$ciach funkcji 44 (m).

Spelniajgc mily obowiazek wdzieczno$ci, wyrazam serdeczne
podziekowanie prof. W. Sierpinskiemu i prof. A, Mostow-
skiemu za zyczliwe odniesienie sie do wynikéw mej pracy, prof.
M. Biernackiemu za cenne wskazowki i krytyczne uwagi przy
ostatecznej redakcji tej pracy, oraz prof. A. Bieleckiemu za
przejrzenie i przychylng ocene.

Czesc I
Funkcja ig(m).

W pracy niniejszej stale postuguje si¢ symbolem i4(m). Oznacza
on dlugosc okresu ulamka nieprzywiedlnego —:’—1 rozwinietego
w ukladzie pozycyjnym o podstawie g, przy czym liczby g, m s3
wzgledem siebie pierwsze; zakladamy bowiem, ze okres ulamkaﬂ—!t

Jest okresem czystym, tzn. posiada same tylko wyrazy regularne
rozwiniecia systematycznego przy zasadzie g.

Liczba 14(m) jest niczym innym, jak tylko wykladnikiem, do
ktérego nalezy liczba g wedlug modutu m. Zachodzi wiec kongruen-
cja g‘l =1 (mod. m), gdzie 4 = i4(m), przy czym 1, jest najmniejsza
liczb a, b, za$ symbolem [a, b] — najmniejsza wspolng wielokrotna

Funkcja Ag(m) posiada szereg interesujacych wlasnosci, ktore
jednak jako znane, podaje bez dowodow.

Oznaczajac symbolem (a, b) — najwiekszy wspodlny podzielnik
liczb a, b, zaé symbolem [a, b] — najmniejsza wspolng wielokrotna
tych liczb, wilasnosci funkeji 44 (m) wyrazamy w postaci nastepujgcej:

Wtlasnosé 1. Jesli E = g (mod m), to iz(m) = i4(m).

Wtlasnosé II. Jesli gg; 1 (mod m), to 2z(m) = i4(m).

Wiasnosé III. Jesli m; =m; dlai,j=1,23,...,n,

to ig([my, my, ..., m,]) = [Ag(my), 2g(my), ..., g(m,y)]

Jako szczegodlne przypadki tej wlasnosci mamy tu:

Wilasno$é Illa. Je§lim; =m;, (m;, m;)=1dla i, j=1,2,3,...,n,

to Ag(my; my my ... m,) = [Ag(m,), Az(my), ... ig(m,y)].

9 Annales
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Wiasnosé IIIb. Jesli (m,2) =1 i (g,2) =1, to 14 (2m) = iz(m).
Wiasnosé Ille. Jesli m = pi'p)...p’ , gdzie p, (i = 1, 2, ..., 0
oznacza liczbe pierwsza, to ig(m) = [ig(p}), 42 (P3), ---» 4 ()]
Wilasnosé 1Va. Jesli p oznacza liczbe pierwszg > 2, (p, g) =1, za$ »
oznacza najwiekszg wartos¢ liczby naturalnej t, spelniajgcej
kongruencje g" =1 (mod p), gdzie 1 = ,(p), to

ig(p’) = g(p) dla 1 < a < » = vg(p)

2g(p") = p™ 7 - 24(p) a >
Wiasnosé IVb. Jeslig =4k + 1 = 2"k + 1 = 2' K’ + 1, gdzie
(k,2)=1,h = 0.

to 2(2)=1 dla =
23(2") = ]g(zz) 1< a < v = 2 + h
}.g (20) —- 20—" a > 14

przy czym 2,(22) = 1 lub 2 zaleznie od tego ,czy g jest liczba typu
4k -+ 1, czy typu 4k — 1.

Wiasnos¢ V. Jesli m = p|'p, ... p,", za§ m’ = p;p; ... P,, Przy

czym p, (i=1, 2, ..., n) oznacza liczbe pierwszg > 2, to zachodza

zwigzki

A. 2g(m) = 25(m’) gdy 1 < o < v = w(p)
dla i=123,...,n.

B. 1g(m) = [p;" " %(py), D, " 2g(P2), .-, BFT* Ag(Dh)s Ag(Dpsy ) -o
’g(p, )] gdy nieréwnos¢ @; > »; zachodzi dla wskaznikéw i = 1,
2,..., k, gdzie 1 < k < n, przy czym zakladamy, ze w rozwinieciu
liczby m na czynniki pierwsze umieszczono na poczatku wszystkie
te czynniki p;, dla ktérych jest a; > »,.

C. 2(2°m) = [2(2"), 2g(m)] gdy (g,2) =1, (m,2) = 1.

Mozna tu zauwazy¢, ze wlasnosé V jest bardziej szczegolnym rozwi-

nieciem wlasnosci Illc (po uwzglednieniu wlasnosci IVa i IVb).
Nazywajac stopniem parzystosci liczby m = 2°m, gdzie (m,2) = 1,

liczbe a, mamy jeszcze

Wilasnos¢ Vla. Liczby 24(p”) i 14(p), gdzie p oznacza liczbe pierwsza

> 2, majg ten sam stopien parzystosci.

Wiesnos¢ VIb. Liczby 1g(m"), ig(m) i 14(m’) gdzie m = p]'p; ... p*

m =pp... 0, za$ p, (i=1,2, ..., k) oznacza liczbe pierwszg > 2,

maja ten sam stopien parzystosci.
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Czesc 11.

Dopelnianie sie¢ cyfr i reszt w okresie
czyli wlasnos$é D.

Niektore liczby calkowite m posiadaja osobliwg wiasnosé: jesli
ulamek wtlasciwy nieprzywiedlny % rozwingé¢ na ulamek okresowy

w ukladzie pozycyjnym o podstawie g, to cyfry w okresie cyfr po-
czawszy od polowy okresu dopelniaja si¢ z odpowiednimi cyframi
od jego poczatku do liczby g—1, analogiczne za$ reszty w okresie
reszt dopelniajg sie do liczby m.

Wiasnosé te liczby m nazywamy wtlasnos$cig D. Jest ona
niezalezna od liczby 1, zalezy za$ tylko od liczb m i g.

W dalszym ciggu pracy zakladam stale, ze mamy do czynienia
z okresem czystym, tzn. ze w rozwinieciu systematycznym utamka 1in
przy zasadzie g wystepujg tylko wyrazy regularne rozwiniecia, Za-
kiadamy wier stale, ze (m, g)=1, (m, )= 1.

Jesli dlugosé okresu 4z(m) wynosi 2¢, to oznaczajac przez c;
(t=1, 2, .. ,) cyfry w okresie cyfr, za§ przez r; odpowiednie reszty
w okresie reszt, wlasno$§¢ D wyrazamy dwoma nastepujgcymi réwno-
Sciami:

(1) it cari=g—1

(2) T+ Tari = m i =12

.

Oznaczajgc jeszcze przez Cg (7%) okres cyfr ulamka 1—:1- w ukladzie g,

za$ przez Rg(‘r—i—l) analogiczny okres reszt, wlasnosé D ilustrujemy na-
stepujacym przykladem:

c,o(%)zuz 1857 gdzie 1+-8—=4+-5=2+7=9

1
R,o(7)=3,2,6,|4,5,1, 3+4=24+5=64+1=7

Jak widaé¢ liczba 7 posiada wlasnos¢ D w ukladzie g = 10.

Powstaje zagadnienie. Jakie liczby m i w jakich uktadach g
posiadajq wlasnosé D?

Zagadnieniu temu poswiecam calg czes¢ II tej pracy.
Zwracajac uwage na rownosci (1) i (2), przypominam, co juz

ge



132 s F. Jakobezyk

wykazal Catalan (1842), ze jesli rownosé¢ (2) zachodzi dla pew-
nego wskaznika i, to zachodzi takze dla wskaznika i + 1. Stwierdzam
réowniez, ze mozna wykazaé, ze wtedy réwnos$c¢ (2) zachodzi takze
dla wskaznika i — 1.

Opierajac sie na tej wlasnosci réwnosci (2), wykazuje, ze row-
no$é (2) pociaga za sobg rownos$é (1). Odwrotna zas zalezno$é istnieje
tylko wtedy, gdy rownosé (1) stuszna jest dla wszystkich wskaz-
nikow i=1, 2, ..., a.

E. Midy (1836) i W. H. H. Hudson (1864) podali twierdze-
nie, ze jesli ;o (m) = 21, (m, 10) = 11i(m, 10" — 1) = 1, to liczba m
posiada wtasnos¢ D w ukladzie g = 10.

O.Schlémilch (1880) podal twierdzenie, ze na to by liczba m
posiadala wlasnos¢é D w ukladzie g = 10, potrzeba, by byla ona dziel-
nikiem liczby 10" + 1, gdzie 2n = 1,4(m), przy czym (m, 10) = 1.

G. R. Perkins (1841) stwierdzl, ze jesli w okresie Ry (}n)

zachodzi réwno$é r, = m — 1 to liczba m posiada wlasnos¢ D
w uktladzie g.

Wykazuje, ze twierdzenie Perkinsa wynika z twierdzenia
Schléomilcha, to za$ ostatnie jest rownowazne twierdzeniu po-
danemu najpierw przez Midy’ego, ktéore, jako podstawowe dla
postawionego tu problemu. formutuje w sposéb nastgpujacy:

Twierdzenie Midyego. Warunkiem koniecznym i do-
statecznym na to, by liczba m posiadala wilasno$¢ D w ukladzie g,
jest by istniala liczba naturalna «, spelniajaca kongruencje g°+ 1= 0
(mod. m). Jesli przy tym « jest najmniejszg taka liczba, to wtedy
ig(m) = 2a.

Opierajac si¢ na tym twierdzeniu i na wlasnoSciach funkcji
1g (m) wyprowadzam kilka nowych lub malo znanych twierdzen
i wnioskéw, dotyczacych omawianego tu problemu Oto one:

Twierdzenie I Jesli liczcba m posiada wtasnos¢ D w ukla-
dzie g i g = g (mod. m), to liczba m posiada te wiasnosé takze w ukla-
dzie ?;

Zwraca sie przy tym uwage na zwiazki : = T _(;, = ¢; + kru
gdzie c;, ; oznaczaja cyfry i reszty okreséw ulamka % w ukladzie
g=g+km.(i=12..)

Twierdzenie II. Jesli liczba m posiada wlasnosé D w ukta-

dzie g i gg == 1 (mod. m), to liczba m posiada te wiasnos¢ takze w ukia-
dzie g.
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Zwraca sie przy tym uwage na zwigzek n=r-i=12...)
gdzie 4 = iz (m).

Twierdzenie III. Liczba parzysta m — 2m, gdzie (m, 2)=1,
posiada wtasnosé D w ulladzie g, gdzie (g, 2)=1, wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba m posiada te wlasnosé w tym ukladzie.

Zagadnieniem wiasno$ci D dla liczb pierwszych p > 2 zajmowali
sie Goodwyn (1802), F. T. Poselger (1827), P. Lafitte
(1851), W. iI. H. Hudson (1864), J. W. L. Glaisher (1878),
stwierdzajac, ze jesli 1,(p) jest liczbg parzysta, to liczba p posiada
wlasno$¢ D. W pracy niniejszej wykazuje, ze stuszne jest takze ogol-
niejsze

Twierdzenie IV. Liczba p°, gdzie p oznacza liczbe pierw-
szq > 2, a zu$ liczbe maturalng, posiada wiasno$é D w ukladzie g
wtedy i tylko wtedy, gdy 44(p) jest liczba parzystaq, przy tym oczy-
wiscie (g, p)=1.

W dowodzie korzystam z twierdzenia Mid y’'ego i z wlasnosci
funkcji 44(m). Podobnie, opierajac si¢ na twierdzeniu Midy'ego
i wlasnosciach funkcji 1,(m), wyprowadzam dwa nastepujace twier-
dzenia:

Twierdzenie V. Jesli g jest pierwiastkiem pierwotnym
liczby m, to liczba m posiada wlasnoéé D w uktadzie g.

Twierdzenie VI Liczba 2 posiada wtasnos¢ D w kazdym
ukladzie o nieparzystej podstawie g. Liczba za§ 2°, a — liczba natu-
ralna > 1, posiada te wtasno$é tylko w przypadku g =4k —1 =
=2 — 1 =2K —1,gdzier=2+h h=0, (K,2)=1, gdy e
spetnia nieréownosé 1 < a < ».

Nastepujace zas

Twierdzenie VIL Jes§li m oznacza liczbe nieparzystq, zas n
oznacza liczbe naturalng, to liczba m" posiada wilasnosé¢ D w ukla-
dzie g, (g, m)=1, wtedy i tylko wtedy, gdy liczba m jq posiada
w tym uktadzie,

dowodze przy pomocy indukcji matematycznej. Mianowicie,
jedli liczba m posiada wiasno$¢ D w ukladzie g, to w mys$l twier-
dzenia Midy'ego zachodzi kongruencja g° 4+ 1 = 0(mod. m), czyli
rownosé g* = — 1 + km, gdzie k jest pewna liczba catkowita. Pod-
noszac obie strony tej réwnosci do potegi m (m — z zalozenia nie-
parzyste), otrzymujemy réwnosé ¢*" = — 1+ k,m? gdzie k, jest
pewng liczba catkowita, czyli kongruencje g"" + 1 = 0 (mod. m?), co
dowodzi, w my$l twierdzenia Midy'ego, ze liczba m*® réwniez
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posiada wiasno$¢ D w ukladzie g. W podobny sposéb wykazujemy,
ze majg wlasnos¢ D w ukladzie g takze liczby m3, m4, ..., m". Dowod
zaleznosci odwrotnej jest bardzo prosty. J2§li bowiem liczba mn
posiada wlasnoé¢ D w ukladzie g, to istnieje taka liczba naturalna «,
ze stuszna jest kongruencja g"+ 1 = 0 (mod.m"), tym bardziej jest
wtedy stuszna kongruencja g* + 1 == 0 (mod. m), co dowodzi, ze liczba
m tez posiada wlasno$é D w uktladzie g.

Inny juz charakter ma nastepujgce

Twierdzenie VIIL. Jesli liczby naturalne my, ma, ..., m,
sq od siebie rézne, to liczba m = [my, ma, ..., mn] posiada wia-
snos¢ D w uktadzie g, (g, m)= 1, wtedy i tylko wtedy, gdy jedno-
czesnie spetnione sq oba nastepujgce warunki:

1) wszystkie liczby my, me, ..., m, majq wtasnosé D w ukta-
dzie g,
2) wszystkie liczby Jig(m,y), Zg(my), ..., igz(m,) majg ten sam

stopien parzystosci > 0.
Liczba za$ ig(m) zachowuje wtedy stopien parzystosci wspélny licz-
bom ig(m),(i=1, 2, ..., n).

Przez stopien parzystosci liczby 2°m, gdzie (m, 2) =1, rozu-
miemy liczbe naturalng a.

W dowodzie wykazuje najpierw situsznosé tego twierdzenia dla
przypadku n =2, nastepnie uogélniam je na n dowolne. W przy-
padku n = Z wykazuje najpierw a) dostateczno$¢ podanego warunku.
Dla wykazaria za$ jego koniecznosci zakladam b), ze zachowany jest
warunek 1) twierdzenia, ale warunek 2) nie jest zachowany, oraz
c), ze warunek 1) twierdzenia nie jest spelniony, natomiast o wa-
runku 2) nic nie zakladamy. Wykazuje, ze w przypadkach b) i ¢)
wilasnosé D nie ma miejsca. Pozostaje wiec tylko przypadek a), w kto6-
rvim mamy wlasnos¢ D.

Z twierdzen VIII i VII wobec wlasnosci VIb funkcji ig(m) wy

prowadzam.
Wniosek I. Jesli liczby nieparzyste my, m,, ... m; sq od
siebie rézne, to liczba m = [m]] , m";, m*], gdzie liczby n,y, ny,

sq liczbami naturalnymi, posicda witasnosé D w ukladzie g wtedy
i tylko wtedy, gdy wszystkie liczby m; (i = 1, 2, ... k) posiadaja te
wlasno$é w ukladzie g, oraz gdy wszystkie liczby 4ig(m;) majq ten
sam stopien parzystosci > 0.

Z wniosku tego i twierdzenia IV wynika juz natychmiast bardzo
wazne dla postawionego tu problemu, podane juz w 1867 r.:
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Twierdzenie Jenkinsa. Liczba nieparzysta m =
= p|p, ... p posiada wlasnos¢ D w ukladzie g wtedy, i tylko
wtedy gdy wszystkie liczby i4(p;) (i = 1, 2, ... k) majg ten sam
stopien parzystosci > 0.

a takze (wobec twierdzenia VI)

Wniosek II. Liczba parzysta m = 2'm, gdzie (m, 2) =1,
a > 1, posiada wlusnosé D w ukladzie g, (g, 2) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy réwnoczesnie spelnione sq wszystkie nastepujgce warunki

1) g=4k—1=2"""K —1 =2 — 1, gdzie v =2+ h,

h>0,(K2 =1

2) 1 <a< vy

3) liczba m posiada wtasnos¢é D w uktladzie g,

4) stopien parzystosci liczby g (m) wynosi 1,

Opierajac sie teraz na twierdzeniu Jenkinsa i wykorzy-
stujac wlasnoéci funkcji iz(m) wyprowadzam nastepujace wnioski:

Wniosek III. Jesli liczby pierwsze nieparzyste py, Pz ..., P,
sq wszystkie formy 4k — 1 i wszystkie majq wlasnos¢ D w ukladzie
g, to te wiasnosé ma w tymze uktadzie takze liczba m = p{' p," ... P,

Wniosek IV. Jesli g jest pierwiastkiem pierwotnym dla
wszystkich liczb p,,ps,... p,, pierwszych > 2, typu 4k — 1, to
liczba m = p;'p; p;" posiada wtasnosé D w ukladzie g.

a takze

Twierdzenie IX. Jesli w liczbie nieparzystej m = p{' p;’

.» P, przynajmniej dwie liczby pierwsze p,, p, nalezq do odmien-
nych typéw 4k — 14 4k + 1, za$ g jest dla obu tych liczb pierwiast-
kiem pierwotnym, to liczba m nie posiada wiasnosci D w ukladzie g.

Czese III.
Zastosowanie funkcji 7;(m) do badania chinskiej kongruencji
2" — 2 = 0 (mod n)

Chinczycy sadzili, ze liczba 2" — 2 jest podzielna catkowicie
przez n tylko wtedy, gdy n jest liczbg pierwszg. Tymczasem T. B a-
nachiewicz (1909) znalazt 7 liczb naturalnych zlozonych
n < 2 000, dla ktorych przypuszczenie Chinczykéw okazalo sie biedne.
W. Sierpinski (1947) zas wykazal, ze istnieje nieskohcze-
nie wiele liczb nieparzysiych ztozonych n, dla ktérych hipoteza
Chinczykéw jest bledra. Udowodnil on mianowicie nastepujgce

Twierdzenie. JeSii liczba nieparzysta n ma te wlasnose,
ze liczba 2" — 2 dzieii sie calkowicie przez nm, to liczba nieparzysta
k = 2"—1 ma te wiasnoé¢ réwniez: je$li przy tym liczba n jest
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zlozona, to liczba k jest tez zlozona.

Do zagadnienia tego stosuje funkcje A;(m) i ustalam przede
wszystkim nastepujacy

Lemmat. Kongruencja chinska 2"—2 = 0 (mod.n)moze by¢é
spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy bedzie spelniona jedna z dwu
nastepujgcych kongruencji:

1) n= m, m — 1 0 [mod. 25 (m)]

2) n=2m, 2m— 1 = 0 [mod. is (m)]
gdzie m oznacza liczbe nieparzystq.

Opierajac sie na tym lemmacie daje krotki dowéd twierdzenia
W. Sierpinskiego, podanego wyzej, nastepnie korzystajac
z wlasnosci funkcji 4 (m), udowadniam, znane zresztg

Twierdzenie A. Wszystkie liczby pier wsze, wszystkie
liczcby Mersenne'a, Fermat'a i tzw. pseudo-pierwsze
spelniajg kongruencje chinska,

oraz nowe (lub malo znane)

Twierdzenie X. Jesliliczba nieparzysta postacin = 2" + 1,
gdzie m oznacza liczbe calkowitq nieujemng, spetnia kongruencje
chifiskq 2"— 2 = 0(mod.n), to jest ona liczbg Fermata.

po czym stawiam nastepujace zagadnienie:

Jakim warunkom winna podlegaé liczba niepurzysta m = p{'
Py ... DX, by liczba m lub 2m spetniala kongruencje chifiskq?

Jako odpowiedz na to zagadnienie otrzymuje

Twierdzenie XI. Kongruencja chinska 2"— 2 = 0(mod n)
jest spetniona tylko i wylqcznie przez nastgpujgce liczby:

1) wszystkie liczby pierwsze n—p,

2) wszystkie liczby nieparzyste n=p°, gdzie 1 < a < v = »,(p)

3) wszystkie liczby nieparzysten—=m=7p{'p,’ ... p*, gdzie’l <

<gqg<vy=mwn(p) dla i =1,2,... k, pod warunkiem, Zze
jest spelniona kongruencja: m — 1= 0 [mod."}, (m')], przy
czym m' = p;Ps ... Pi.

4) wszystkie liczby parzyste n=2m = 2p,'p," ... pX, gdzie 1 <

< agq<v=mw(p)dlai=12,...k = 2, o ile jest spet-
niona kongruencja: 2m —1 = 0 [mod. i, (m')].

Odnosnie liczb zlozonych parzystych, spelniajagcych omawiang
kongruencje chiniska, to nie wiadomo dotad, czy takie istnieja*
w pewnym jednak zwiazku z tym zagadnieniem jest

*) N. G. W. H. Beeger udowodnit ostatnio (gdy praca niniejsza byla
oddana do druku), ze istnieje nieskonczenie wiele liczb parzystych, spelniajacych
omawiang lkongruencje.
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Wniosek V. Liczby nieparzyste n i parzyste 2n nie moggq
jednoczesnie spelniaé kongruencji chinskiej 2"— 2 = 0 (mod. n).

Bezpo$rednio z twierdzenia XI wyplywaja nastepujace wnioski:

Wniosek VI Wszystkie liczby nieparzyste n, spelniajace kon-
gruencje chifiskq 2" — 2 = 0 (mod. n) sq liczbami typu n =1p{'p; ... p}¥,
gdzie 1 < a; < v, = vy (p;) dla i = 1,2, ... k, przy czym »; jest naj-
wiekszq liczbq naturalng, spetniajgcq kongruencje 2 — 1= 0 (mod. p,%),
gdzie J; = 1, (p;).

Liczby za$ parzyste zlozone, spetniajace powyzszq kongruencje
chinskq, o ile istniejq, sq wszystkie typu n = 2 p,' p._"," ... DX, gdzie
1< ¢ <v,=mn(p)dlai=12,...k, przy czym k = 2.

Wniosek VII. Wszystkie liczby Fermata i Mersenne’a
sq liczbami nieparzystymi typu n =p,'p, ... px, gdzie 1 < a; < v, =
=w(p)dlai=12,... k.

Wobec tego, ze liczba 15 (p) rzadko przekracza wartosé 1, nasuwa
sie dos¢ prawdopodobna

Hipoteza. Liczby Fermata i Mersenne'a sq licz-
bami nieparzystymi typu n=p1 p2 p3 ... Py, gdzie k > 1

W zakonczeniu czesci III-ej podaje metode sprawdzania, czy
liczba n spelria kongruencje chinska, czy nie, opartg na wilasnosciach
funkcji ig(m). Metode te stosuje do liczb znalezionych przez
T. Banachiewicza orazdo niektérych liczb pseudo-pierwszych.

Pe3wowme

B sToit paboTe wu3narailo pe3ysabTaTbl INpUMeHeHMA YHKUUMN
2g(m), KoTOpo¥t cBOlicTBa pa3zbupaio B 4. 1, K MCCIeROBaHMIO Iepuo-
amdeckux apobeit (4. 2) u Kuraitckoro cpaBHenus 2" = 2 (mod. n)
(4. 3).

M3 MHoOrMx CBOMCTB mnepMoaMyecKux Japobeit paccMaTpuBalo
371eCh TOJILKO T. H. cBoiCTBO D. CocTouMT OHO B TOM, 4YTO LMMPPHI

» ! -
B nepuoje uM@Pp HECOKpaTUMOil Apobu — )a3JI0XKEHHOM B IMO3U-
m

LIMOHHOM CUCTeMe C OCHOBaHMEM g, Ha4YMHaA OT IIOJIOBMHBI Nnepuoaa
AOTIOJTHAIOTCA C COOTBETBYIOLUMMU umbpalvm OT HayaJjsila nepuoaa

K YMUCJYy.g — 1, a aHasOrMyHbIE OCTATKM B nepuone OCTaTKOB OOIOJ-
HAIOTCA K YUCJIAY M.

] Paz6uparo, ciaexoBaTesbLHO, cnoificmo_D yycsJa m B CUCTEMax
g M g, KOorja MMeeT MeCTO 3aBUCMMOCTb: g = g (mod. m) (T. 1) nau
gg = 1 (mod. m) (T. 2), u B cuctreme g, Koraa g nepBoobpa3HbI
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kopeHb uuciaa m (T. 5). MW3rararo HeoGXoxuMble M HOCTAaTOHHBIE yC-
JIOBMA CYLIECTBOBaHMA cBOiCTBA D ana umcesn p° (p — mpocroe ymcso
> 2) (T. 4). 2°, (T. 6), m" (m — uncmno neuétnoe), (T. 7), m = [m,,
ms, ... my), (T. 8), 2°m, (m — wuymcno HeuétHoe) (T. 3 u Ca. 2),
m= p‘l" p;‘ ... P (T. I>xeHKMHCa-1aHHOe 3[eChb KaK caencTaue). HakoHel,
OCHOBBLIBaACh Ha CBOMCTBaX (YHKLUMM Ag(m), nenaio BBLIBOABLI U3 Te-
opembl J)KeHKHMHCa, KacalollMeca Cy1LeCTBOBaHMA cBoiicTBa D ais uncna
m=p|'p, ... P¥, B 3aBUCMMOCTH OT TOTO, ABJAIOTCA-IM yncaa p; (i =1,
2, ...k) uncnamit tuna 4k + 1 mam tuna 4 k — 1, ¥ B 3aBUCMMOCTH OT
TOrO, €CTh-JIM OCHOBAaHME CHUCTEMBI § MJIM HET, NepBoo6pPa3HbIil KOpEeHb
yncesa p;. (Ca. 3 un 4, T.9).

IpuMeHasa yHRUMIO ig(M) K MCCIEROBAHMIO KUTAMCKOrO CpaB-
Henma 2" = 2 (mod. n) NoJyyal Kak OCHOBHOI pe3yJbTaT Heobxo-
OMMble M JOCTAaTOYHbIE YCJOBUA AJA TOro, 4TOOBI HEYETHOE YMCJIO

n = p; py ... Py, WM 4ETHoe n = 2p.'p; ... P, yAOBJIETBOPAJIO
stomy cpaBHenmio (T. 11). 3o asaaiorca 1° HepaBeHcTsa 1 < o, < v, =
=wn(p) i=12,3,... k, roe », = »,(p) obo3Hauaer camoe GosblIOE

3HayeHMe HATYpPaJbHOrO uucia t;, YAOBJIETBOPAIOLLENO CPaBHEHUIO
2% —1=0(mod. p?"), rae A; =/, (p;), 1 2° cpaBHenne n— 1 =0 [mod. 4, ()]

: n
U cpaBHeHme n — 1 0 |mod. 7, 5 )| B 3aBUCHUMOCTM OT TOrO,
€CTbL-JM M — HEe4YETHOe MJM YETHOe WACJO, NPUYEM N == Dy Ps ... Py,
Korga m — He4érHoe, a n' = 2P;Ps... P, KOrAa n — uyétHoe. Kpome

3roro AJia n — 4éTHoro npubaBJisAeTcAa ycJyoBue k = 2.

M3 sToro pe3syJsbTaTa, Kak NpAMOE CIeACTBME, MOJY4aeTCA MHTe-
pecHoe, MPUTOM HOBoe cBOCTBO uucen Pepma m MepceHa, yaosie-
TBOPAIOLIMX, KaK M3BECTHO, PacCMaTpMBaeMOMY KMTAiCKOMY CpaB-
HEHMIO, YTO OHM 06A3aTesNbHO NOJIKHBI YAOBJIETBOPATH BBILIE M3JIO-
JKeHbIM ycioBuMAM. Bo3HukaeT 34ech OGOCHOBaHHOE IIPEAIIOJIOXKE-
HMe, YTO 4YMCJIa 9T MMEIOT MPAMO BUA N =— Py PPy --- Pk, kK = 1.

Jpyroit pe3ysabTaT 3hech Teopema: ecau umcao n = 27 + 1
YAOBJIETBOPAET KMTAlICKOMYy CPaBHEHMIO, TO HABJIAETCA OHO YM-
ciom <Pepma (T. 10), m caeacTBMe, 4YTO 4YMUCJTIA: HEYETHOE N
U 4yéTHOe 27 He MOryT OAHOBDEMEHHO YJOBJIETBOPATL KUTANCKOMY
CPaBHEHMIO, YTO YMEHbBIUAeT BEPOATHOCTb CYLIECTBOBAHUA 4MCEN
COCTaBHBIX YETHBIX, YAOBJIETBOPAKIOIIMX ITOMY CPaBHEHMIO.

B xoHue 4. 3 — wm3maral0 MeTOJ NPOBEPKM, YIOBJIETBOPAET-JIU
JaHHOe YMCJIO M, MJIM HeT KUTANCKOMY CpaBHeHMIO, METOJ 9STOT
OCHOBaH Ha CBOMCTBax (PpyHKLMU /g(m).



