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Sur léquation générale des fonctions extrémales dans la
famille des fonctions univalentcs bornées.

O ogélnym rownaniu funkcyj extremalnych w rodzinie funkcyj réznowarto$ciowych
ograniczonych.

Termes et notations employées dans cet ouvrage:
1. (1) K(,1)

— cercle, dont le centre est a l'origine et dont le rayon est égal
a l'unité.

(2) K*(0,1)

‘— circonférence du cercle (1).

2. Nous allons considérer les fonct'ons méromorphes dans le
cercle (1); nous les appellerons pour abréger aussi des points.

Nous allons appeler la famille
(3) ¢}

de ces fonctions famille linéaire, si pour chaque couple de points
g, et g, appartenant a la famille (3), la somme g,+g, y appartient, et
si pour chaque point g de ® et oir un nombre complexe arbitraire
i le produit ig appartient aussi a la famille (3).

3. La convergence d'une suite de fonctions

4 {g)
de ® vers une certaine fonction
©) g

méromorphe dans le cercle (1)
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(6) g——8
signifie, que pour chaque ensemble ferms des points du cercle (1)
(7) F,

ne renfermant pas de poles de la fonction (3), toutes les fonctions
de la suite (4), sauf au plus un nombre fini de celles-ci, n'admettent
pas de poles dans I'’ensemble (7) et y convergent vers la fonction (5).

4. Nous appellon§ une fonctionnelle
(8) S(g)
définie dans une famille linéaire du type (3):

a) réelle (resp. corﬁplexe), si pour chaque fonction g de & elle
prend les valeurs réelles (resp. complexes)

b) continue, si pour chuque point g et pour chaque suite (4) la
relation (6) entraine

S(g)—>S(2)
c) additive, si pour chaque couple de points g, et g,, y apparte-
nant
S(g,+g) = S(g)+S(g,)

d) homogéne, si pour un nombre arbitraire 1 réel ou complexe,
selon que la fonctionnelle (8) est réelle ou complexe

S(g) = 15(g)
e) linéaire, si elle est continue, additive et homogéne.

5. Pour chaque fonction

9) g=2g(2)

de la famille (3) la fonction définie par la formule
£ ~ P -

(10) g = g(2) = g(2)

pour les valeurs de z, pour lesquelles les valeurs conjuguées Z sont
différentes des poles de la fonction (9), est appelée conjuguée
avec la fonction (9).

6. Nous appelons conjuguée avec la famille (3) la famille de
toutes les fonctions de la forme (10) ct nous la désignons par

e

(11) L)
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7. La fonctionnelle g
S(@ = S(3)
définie dans ® est appelée conjuguée aves la fonctionnelle (8).

8. Si la fonctionnelle (8) est réelle, la fonctionnelle linéaire com-
plexe, définie dans @ de la forme

D(g) = S(g) — iS(gi)
est dite correspondante a la fonctionnelle (8).

Un simple calcul indique, qu'on a dans & I'égalité
S@=4[D@+D@]

9. Dans la suite nous employons les notations suivantes :

(12) H
désigne la famille de toutes les fonctions
(13) h = h(z)
holomorphes dans le cercle (1)

10. (14) F

désigne la famille de toutes les fonctions de la famille (12) de la
forme:

f=Ff@ =az+... ou a,>0
univalentes et bornées, c. 4 d. assujetties a la condition
f(2)] < 1.
(15) F;

désigne la famille de toutes les fonctions, appartenant a la famille (14),
pour lesquelles

a>T ou 0<T<1,
famille introduite par M. Z. Charzynski?).
11. Nous appelons le nombre
lhll, = sup | h(z)|

1
IZ\<1—n—

') Z. Charzynski ,,Sur les fonctions extrémales dans les familles de fonctions uni-
valentes bornées” (A paraitre dans les Annales de la Soc. Pol. de Math. tome 24).
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n-ti¢me pseudonorme de chaque fonction (13) appartenant a la
famille (12).

Il est aisé de voir que la condition nécessaire et suffisante pour
que h,—h (au sens introduit plus haut) est que [[h,—hl|,—>0
pour i —> o0 et pour chaque n fixe.

12. Nous dirons que la fonctionnelle définie dans F
(16) K(f)
y est différenciable au roint
(17) f,
s'il existe une fonctionnelle linéaire
(18) L(h),

définie dans H telle, que pour presque chaque n, fixé pour le mo-

ment, et pour chaque fonction 4f de F, satisfaisante a la condition
f+4feF, la convergence

4f—=>0
entraine
(19) IK(F+dD—KO=LUD __, o
Hafll,

La fonctionnelle (18) satisfaisante a la condition (19) sera appelée
différentielle de la fonctionnelle (16) au point (17).

13. Pour la fonctionnelle donnée (16), définie et différenciable en
chaque point de la famille (14) le symbole

(20) Fix

désigne une famille qui n’est pas, comme il est ais¢é de le voir, vide,
vu la continuité de la fonctionnelle (16) et la compacité de la famille
(14), de toutes les fonctions extrémales de la famille (15) par rap-
port a la fonctionnelle (16), c.-a-d. pour lesquelles la fonctionnelle (16)
atteint son maximum en (15)32).

Cette note contient la généralisation, pour le cas plus général des
fonctionnelles différenciables de la forme (16), des équations pour les
fonctions extrémales, obtenues par Z. Charzynski pour le cas des
fonctionnelles qui dépendent d’'un nombre fini de coefficients?).

Le résultat essentiel est compris dans le théoréme suivant:

?*) comparer le renvoi 1.
s Gils W
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Théoréme fondamental.
Etant donné une fonctionnelle

(21) K

définie et réelle dans la famille F, différenciable en chaque point de
la famille F;, dont la différentielle ne s'annule identiquement dans
aucun point de la famille F;, chaque fonction extrémale

(22) w=f*=f*(z)

appartenant & la famille citée (20) satisfait aux conditions suivantes:
I. 1l existe sur la circonférence

(23) lz] =1

un arc ouvert

(29 C

tel que la fonction (22) reste analytique aussi sur cet arc et le
transforme en un arc e

(25) S5 D
du cercle ' ‘ el '
(26) Ll =1

\l ‘I

TOR a*p'bu'.l“ehhwe polaf 2 dé c‘r \squiribiie! ob st oou es

§x) "1 | (18)
(27) f"éig‘]:m“[f.‘(gﬂ F(%.()Z)m'\kmm'\ s} oy 2vo0ls

ol 05 ¢ . (SE)
(28) Mw)=D ‘[ (f*(f),;f] + D* [v(F* (), il 5528 a0

@ 1= bk ) Ot [ Gb 2b Dbt 3%ov nt
Stilsusni’l 1 esoibni eol euoi aupen1q 1woq biods'b

y vy ”Fl- Lﬂ{v‘l (€8)
6& iniog us (IS) sllarmbxgo(gsﬂ sl A h')mhd;.lzpz&aahb sl uv 91100 115

o — 'woihelay XTI F IV

|
L*(h) — la différentielle de la “fonctz!mnelle (21) au pomt &
g 292ibai esl 2uot aupesxq 100q

B = Minim ; {?‘J[w(f O \“JJ(T\D'*{W. (F* (@), "]} .

0<y < 2a

{ désigne ici da variable apparente de k'Topératxon iﬁgfhs que z joag
dans (28)—(29) le réle d’un pargmétte. 041
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III. Les fonctions (28) et (29) prennent sur la circonférence (26),
respectivement (23), les valeurs réelles non négatives.

IV. Le premier coefficient du développement de toute fonction
extrémale (22) est égal a T.

La démonstration du théoréeme se compose d’'un lemme et de
quatre parties correspondantes successivement aux points; I, II, III, IV
de la theése.

Considérons une fonction extrémale quelconque (22) de la thése

Lemme
S'il existe une suite de fonctions de la famille (14)

e}
qui appartiennent presque toutes a (15) et sont de la forme
e=1F+1v (i=12...)
(4}
est une suite de nombres positifs convergente vers zéro,
ef
(v} ={v@))
est une suite de fonctions de la famille (12), qui tends vers la limite,
(31) V="V(),
alors pour la fonction (31) a lieu l'inégalité
(32) L*(1)<0

Démonstration.

ou

En vertu de (22) et de la définition de la classe (20), nous avons
d’abord pour presque tous les indices i l'inégalité

(33) k(e) — k(f*) <0;
en outre, vu la différenciabilit¢ de la fonctionnelle (21) au point (22)
on a

: |k(f*+Ilvi)_k(f‘)_Lt(llvl)l

lim — (I

100 vl

pour presque tous les indices n, d’ol
k(fr+1Lv)—k(*
G+l =kE)
(34 lim : =0,

i =00 vl
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donc en vertu de (33) et de (34)
lim (—L*(v)) >0,
= o0
ce que, vu l'égalité -
lim L* (v) =lim L*(v,) = L* (V)
1 = o0 I ->00
démontre (32).
A. Les propriétés de la frontiére.

En supposant qu'il n'existe aucun arc (24) décrit ci-dessus, construi
sons, d'une maniére analogue a celle employée dans le travail cité?),
pour chaque point w, de la circonférence (26) une suite de points
w, et une suite variationnelle des fonctions de la forme (avec les no-
tations dudit travail):

fi =1 =2 [ ()] kPRI
En posant
fi
(35) € = 1+é(1—6) (1—]w,1)? SEL
nous voyons immédiatement, que
le, |l < @) <1 k=13 =
et que
e —F ke MEF Wy 0 0F e
(l_lwkl)z 8 f l_f'it_’o 8 (1 3)f :

d’'ou 'on déduit sans difficulté, que presque tous les membres de la
suite (35) appartiennent a la famille F; .

Il en résulte, que la suite donnée (35) satisfait aux conditions du
lemme, si I'on pose

L= (1—lw,])?
__ea—f"
Ve T (1T—w, 1)t

et

1 1
V=g v w)—gfQ1—e

En appliquant les résultats de ce lemme, nous obtenons l'inégalité

Y) Comparer le renvoi 1.
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|lvinwo—La—ar|<o

ou, en passant a la limite avec e——0, et®*en divisant par; , l'iné-
galité

(36) L (v w) — ] < 0
De 13, en posant
Wﬂ= e_‘x ’ 0<x<2m

et en intégrant le membre gauche de l'inégalité (36) entre les limites
de 0 2 2x, nous obtenons

23 : ! 2x
| wlvoen—r]ax= fr]

[Z f2f*" e x| = L*©) =0
L ] PR TR b ™

(@ désigne la fonction 1dent1quement nulle) d'ou il s’ensuit, vu (36)
que - Cteemmateily oo pravser cron

Sl A ¥ x) T4
S I p(f e )—f|=L* lf P
*® n=2 2
L) 1 \ %4 £

: g0

=D V cos x (n—l) L""(f‘"s — 2 S‘ sinx (n— 1) L‘ @i f‘ )=0
sl sb co1ffiiomn «ol 2uol supestq oup adluoitlib ensz tivhdh no’l to'b
o) ollimist sl & Inoansitinqqs (€€) otive

2§t
n=2

(et)

9up 19

et par suite
ub zaoitibnos zul* i aee) Qinnollﬁﬁlf;:ﬂ);l:_eﬂ»,sﬂuaé'l na |l
donc 920q o'l iz ,ammal
(7 tLAkH P =0 )

pour chaque nombre compleau*e_z;"s

(38) p—h(z) FHo =
et une suite de polynéniysi g — (W "\) v g N

5tilsgini'l enonsido eﬁpn_.wnml)u ﬁsixie)uesl esl insupilqqs nd

»
convergente presque uniformément vers la fonéti‘Bﬁ“‘” °l “’“qm"o {
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h 7 (w)]
dans le domaine G de la variable w, transformé du cercle (1) par la
fonction (22).
Il est aisé de voir, que

(39) Wr=W,(f@) — h((*(2)) = h(2) pour |z!<1

donc, en vertu de (37) 3
&

LWy = 3L (b, = 0
n=0

c. a d. finalement, vu (39)
klim L*(W}) = L*(h) =0,
—00

ce qui, vu le choix arbitraire d'une fonction (38) est contraire a la
supposition que la différentielle (18) ne s’annule identiquement en au-
cun point de la famille (15).

Ainsi I'existence d'un arc (24) est démontrée.
B. Les équations pour les fonctions extfrémales.

Nous contruirons, d’'une maniére identique a celle du travail cité?),
3 suites varationnelles des fonctions

f)‘k i f;k (91
Chacune de ces suites, comme il résulte des considérations de 'ouv-
rage cité ci-dessus, satisfait a la condition du lemme si I'on pose:

& = fp . (i=123; k=1.2..)
h = % i
et o8 == [ 245 ek 2 100
Ve == -0% N
5, Tk
= T;cz
fax—1" i=3 ; k=1,2,
Vk T 2
Tk
V =+ ¢y (G=123)

®) Comparer le renvoi 1.
% Au lieu de z, nous employons maintenant la lettre { comme variable apparente
de l'opération.
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ou nous adoptons le signe “—” pour j=1 et “+"” pour j=2,3 et ou
nous posons

(40) u=u ) =y¢ &M — Q (—efy[f* )7 +
+ Q5 (1—¢) — 1 — ¢] y [f*(£),7]

(41) w=u,0) =¢ & &) ) — QU+ wlf @), 1] +
+Q; 1+ — 1 + €] w [f(0), &,

(42) u,=u, @)=y Ozl 0+ — M.

¢ désigne un nombre positif quelconque, suffisament petit, v un point
quelconque de la circonférence (26), x,, #' — certains point fixes de
cette circonférence, {§, — un point quelconque de 'arc (24), 7, = f*(§,) —
un point de l'arc (25).

: »! 2
=i &)1 = | %o ;, gi) ] > 1, £ — un point quelconque de la
1 0

. . oy 5%
circonférence (23), ¢, = ¢, = 31 G2 =355

Il en résulte, en appliquant le résultat du lemme, que
(43) L‘[—T—c, u (©)] <0 (i=1223)

En passant dans les inégalités (43) a la limite avec é——0 pour
i=1,2 et en posant

limu =U,, (=12

puis en divisant les inégalités respectivement par —c, et c, on' a:

(44) I%‘U—‘) >0
(45) I%’._@ 0

En soustrayant (45) de (44) on obtient:

) Comparer le renvoi 1,
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L(U)—L*U) = L* ([v(F ©), ) — v (F* (D), 7)) (Q2— 1)} > 0
Il en résulte aussitot, vu le choix arbitraire de v sur circonférence
(26), que
(46) L{y[F ), 1]} = f"im-f? L*{v[f@©), e”1},

D’autre part, pour v =1, 0on a U,=U,, il s’ensuit, en vertu de (44), (45)
et aprés des calculs aisés:
(47) U{thﬁ@)%l—w@aw“wn—%o}—n$=o
ou
P = Mmlm L"{w[f‘(C) e 11,

. . sy <
cest a dire

QA L* [9(F ), )l — B} = L* v &) I O] — B

Nous avons maintenant, conformément aux notations (30) pour |y|=1

5 \ iy
(48) % [ yIH©@ = »Cy) 7O
//‘
(49) v [*(©), ] = (@, vyl

verO = (el e

vir©. 51 = v|ro. L],

ce qui donne

/""’#-H“'m
60 Lo, »1=LDpEo. 95 G o, 91| =
=Uolv(ro. Do teaom)

1 | R B
6D Llve. )™ Ol =D benr @)1+ 5 e ol =

bl ol v ol
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™ (2) |

(2
rire I'équation (47) vu (50) et (31), aprés des transformations aisées,
sous la forme (27).

En posant §,=z et 5,=/*"(2), O: ="z nous pouvons éc-

C. Les inégalités pour les fonctions M(w) et N(z) sur les cir-
conférences. :

La premiére inégalité est directement évidente, vu la définition
du nombre P.

De (43) pour j=3, vu (40) — (42) nous obtenons pour ¢ =0
L* ([ Q), w1 1—L D D) <0,

alors
L* [ O] = L* [v(f* @), )] = B
donc, vu (41) et (29)
NRE =L [pC 0 FFOl—B >0,

d’ou il s’ensuit, en changeant la notation de { en z, que %(z) est non
négatif sur la circonférence (23).

D. Le premier coefficient est égal a T.

En employant un raisonnement analogue i celui de 'ouvrage cité
ci dessus®) on peut démontrer directement, que le premier coefficient
de la fonction extrémale est égal a T.

Ainsi donc le théoréme fondamental a été démontré..

Il en résultent les corollaires suivants, utiles dans leurs appli-
cations.

Corollaire. I. Si les propriétés:

1° il existe un domaine

(52) E
compris dans le cercle |z| < 1, dont la frontiere contient un arc
G0

tel, qu'aucun des points de cet arc n’est un point d’accumulation de
points essentiels®) du complémentaire du domaine (52),

%) Comparer le renvoi 1.
") Comparer le renvoi 1.
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2° on peut étendre la différentielle (18) a la famille linéaire
(L]

de toutes les fonctions méromorphes dans le cercle (1) qui ont des
pdles tout au plus aux points du domaine (52), sont verifiées, alors
I'équation (27) a lieu pour chaque z ¢ E.

Démonstration: il suffit de remarquer que d’aprés les conditions
1° et 2° les expressions qui forment les deux membres de I'équa-
tion (27) sont dzs fonctions holomorphes dans un domaine plus vaste
contenant 'arc C, et E. Puisque I'équation (27) a lieu d'aprés le
théoréeme fondamental sur 'arc C, on peut I'étendre au domaine (42),
c’est ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire II. — Si les propriétés:
1° 1l existe un domaine fixe
(53) ke

compris dans le cercle (1), dont la frontiere contient la circonfé-
rence (2), et les points qui sont des points d’accumulation des points
essentiels du complémentaire forment sur cette circonférence un en-
semble non dense,

2 la différentielle de la fonctionnelle (21), prise au point quel-
conque de la famille (15) s’étend a la famille linéaire

(54) &*

de toutes les fonctions miromorphes dans le cercle (1), qui ont des
poles situés tout au plus aux points du domaine (53), sont verifiées,
alors I'équation (27) a lieu pour chaque z ¢ E*.

Démonstration:

Il suffit de remarquer que pour la fonction extrémale (22):
a) la frontiere du domaine (53) contient, en vertu de la condi-
tion 1°, un certain arc

Cc,cC

qui a des propriétés énoncées au point 1° du corollaire I,
b) la différentielle (18) s’étend d’aprés la condition 2° i la fa-
mille (44). En réunissant a, b et le corollaire I nous obtenons

I'égalité (27) pour chaque z de l'ensemble (33), c’est ce qu'il fallait
démontrer.
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Streszczenie.

Niech f(z) oznacza funkcje holomorficzna i jednolistna w kole
lz| <1 postaci

1) f=f2)=a,z+....... (a,>0),
dla ktérej
(2) 1f(2)1 < 1.

Rozwazamy rodzing F; wszystkich funkcyj postaci (1) spelnia-
jacych warunek (2), oraz warunek o, > T, gdzie 0<T <1.

Nota niniejsza zawiera uogoélnienie réwnan d!a funkcyj extremal-
nych uzyskanych przez Z. Charzynskiego!) odnosnie wlasnosci
funkcyj extremalnych w rodzinie funkcyj F;.

Dowodzimy nastepujadcego zasadniczego twierdzenia :

Jezeli dany jest jakikolwiek funkcjonatl

(3) K()

okreslony, rzeczywisty i rézniczkowalny w kazdym punkcie opisanej
rodziny, o rdézniczce nie znikajacej tozsamos$ciowo w zadnym jej
punkcie, wowczas dla kazdej funkcji extremalnej

(4) f*=F (@),

t. zn. takiej dla ktorej K (f) osiega maximum w F; spelnione s3 warunki:
I. istnieje na okregu kola
(5) 2=

luk otwarty

C
taki, ze funkcja (2) jest analityczna na tym luku i odwzorowuje go
na luk

D
okregu

lw|=1.
II. zachodzi réwnanie
’ 2

@ z::—EE; ()] = R(2) iz e C,
gdzie
® mw=0[p(ro, L] « b veo, w2

) Z. Charzynski: ,Sur les fonctions extrémales dans les familles de foncti-
ons_univalentes hornées”, (w druku w Annales de la Soc. Pol. de Math. tom 24).
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o 0= [ })ro] s plvearor- 2
¥ (W, l)zw _}__—t_—x—;

D*(h) = L*(h)— i L* (hi)
D* (h)=L*(h) + i L* (hi)
L*(h) —rozniczka funkcjonalu (3) w punkcie #*
p=Minim 1 D' [w (0, €] + DLy ©), 1|
za$ { jest oznaczeniem zmiennej pozornej operaciji.

III. funkcje (8) i (9) przyjmujg na okregu kola (6) wzglednie (5)
wartoSci rzeczywiste nieujemne.

IV. pierwszy wspdlczynnik rozwiniecia funkcji (4) réowny jest T.

Z twierdzenia tego wplywaja nastepujace wnioski przydatne do za-
stosowan:

Whiosek I: jezeli spelnione sg zalozenia:

1° istnieje zawarty w kole |z| < 1 obszar
(10) E
ktérego brzeg zawiera luk

Ci"a aC

taki, ze zaden punkt tego luku nie jest punktem skupienia wlasci-
wych?) punktéw uzupelnienia zbioru (10).

2° rézniczke L (h) mozna rozszerzyé na rodzine liniows

)

wszystkich funkcyj meromorficznych w kole |z| < 1, o biegunach

conajwyzej w punktach obszaru (10), woéwczas réwnanie (7) zachodzi
dla kazdego z ¢ E.

Whiosek II: jezeli spelnione sg zalozenia
1° istnieje zawarty w kole |z| < 1 staly obszar
(11) /85

f) Por. Z. Charzynski: ,Sur les fonctions extrémales dans les familles de fonc-
tions univalentes bornées*’.
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ktorego brzeg zawiera okreg (5), przy czym punkty bedace punktami
skupienia wlasciwych punktéw uzupelnienia zbioru £* tworzg na tym
okregu zbior nigdzie gesty,

2° rézniczka funkcjonalu (3) wzieta w dowolnym punkcie rodziny
F; rozszerza sie na rodzing liniowg

@‘
wszystkich funkcyj meromorficznych w kole |z| < 1, o biegunach

co najwyzej w punktach obszaru (11), wéwczas réwnanie (7) zachodzi
dla kazdego z ¢ E*.



