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Sur le calcul des aires situées sur une sphére

O obliczaniu p6l obszaréw lezacych na kuli

Considérons un triangle curvilistne ABC situé sur une sphére de
rayon R et tel que AB et AC sont des arcs des grands cercles de la
sphére tandis que I'arc BC n’est rencontré qu’'en un seul point M au
plus par tout grand cercle passant par A. Soient a I'angle des arcs
AB et AC et @ 'angle que fait I'arc du grand cercle AM avec l'arc
AB. Désignons par h(p) la distance du point A4 au plan passant par
M et perpendiculaire a ce rayon de la sphére qui passe par A. L’aire
de la calotte sphérique dont le centre de symétrie sphérique est A
et dont la frontierec passe par M étant 22 R h(g) il est clair que l'aire
du triangle élémentaire limité par I'arc BC et par les arcs AM et AM’
des grands cercles qui font I'angle d ¢ entre eux est Rh(p)d ¢. Nous
obtenons donc pour l'aire S du triangle curviligne ABC la formule:

S=th(q))d¢

Remarque. Soit r la distance rectiligne AM, on ar?(p) =2 Rh(p),
la formule précédente peut donc s’écrire sous la forme:

L | [ 2
S—2"fr (p)do

et constitue par suite une généralisation de la formule classique qui
€xprime une aire plane en coordonnées polaires.

Des exemples classiques qui vont suivre montrent que la formule
obtenue se préte bien i des applications.
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1. L’aire de la ,fenétre de Viviani“. Supposons que la fenétre
soit découpée sur la sphére x2+y2+ Z2=R par le cylindre xz-i-y2 — Rx=0
et posons A(0,0,R). Les arcs AB et AC se réduisent ici & un seul
point A=B=C et un calcul aisé montre que h(p)=R (1 —|sin¢]|),

on a donc
=2

- ¥ — si == 2 31_
S—ZRH{(I sing)dp=2R (2 1).

La méthode habituelle du calcul exige deux quadratures.

2. Lr’aire d’un polygone sphérique. Si g, a,....,a, sont des angles
que font entre eux les n c6tés (arcs des grands cercles) du polygone
cet aire s’exprime par la formule de Gauss:

S=R[a,+a,+ ... +a,—(n—2)nl .

Il suffit évidemment d’établir cette formule dans le cas d’un tri-
angle rectangle Sont dogc ABC un triangle rectangle en C, situé sur
la sphere x +y +72 =R, ayant le sommet A4 (0,0, R) et dont le
sommet B est situé dans le plan z0x. Désignons par a et y des
angles du triangle qui correspondent aux sommets A et C respecti-

vement, on peut supposer que a <y, a<§. Si I'équation du plan
OBC est z= kx on trouve sans peine que

k
h@=R|1——F—
i ( V1+K+tdp

et par suite que l'aire S du triangle est égale a

R[]

En faisant le changement de variable sin ¢ = u et en profitant de la
relation
cos 7=,—< Sund
Vi+k

on trouve bien que S=R’ (a+7—g) ;

Remarques (pendant la correction des épreuves).

I. La formule qui généralise la formile usuzlle en coordonnies
polaires se trouve énoncée (sans démonstration) dans le cours d’Ana-
lyse du de la Vallée Poussin, 8 éd, 1938, p. 387.
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II. Il est clair que la méthode employée se généralise immédiate-
ment au calcul des aires des domaines situés sur une surface de ré-
volution, pourvu que l'on sache calculer I’ aire de toute portion com-
prise entre deux paralleles de la surface. Une intégrale simple suffira
donc pour le calcul des aires des domaines en question.

Streszczenie.

Wyprowadzam wzor:

b e, ﬂz |
S—Rufh(q))dq)—z”fr (p)do,

przyczem S jest polem trojkata ABC w ktorym AB i AC sa lukami
wielkich ko6l tworzacymi ze soba kat a a BC lukiem przecietym
w conajwyzej jednym punkcie M przez kazde wielkie kolo przecho-
dzace przez A. Jesli O jest $rodkiem kuli a ¢ katem lukéw AM
i AB, to h(p) oznacza tu odleglo$é punktu A od plaszczyzny prze-
chodzacej przez M i prostopadlej do promienia OA, a r(p) dlugosé
odcinka AM.






