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Czesław RYLL-NARDZEWSKI

Sur la dérivée logarithmique des fonctions monotones.

O pochodnej logarytmicznej funkcji monofonicznych.

M. Biernacki a démontré le théorème suivant *):
Si la fonction y(x) non identiquement nulle et satisfaisant au point 

x0 aux conditions initiales non négatives y(°(x0)>0 pour i =0, l,...,n— 1) 
satisfait pour tous x>x0 à l’équation différentielle:

y(n) (x) — B (x) y (x), où 0<B(x)<^4(x),
les fonctions A(x) et B(x) étant continues et ^4(x) étant non décroi
ssante, alors les fonctions u,(x), définies par la formule

(1) m,(x) = -^/~- (ï=l,...,n)
y (x)

satisfont aux inégalités:
[u,(x)u2(x)...«fc(x)]1/fc<n(n —1)... (fc + l)[yl(x)]1/n (k = l,...,n —1).

Nous allons démontrer que, dans le cas où A (x) — B(x), le 
coefficient n (n — 1)... (k + 1) peut être remplacé par une constante 
C qui ne dépend ni de n, ni de k. On peut poser C = 7,6.

Théorème. Considérons l'équation différentielle
(2) y(n) (x) = A (x) y (x) _ (x > x0),

où A (x) est positive, continue et non décroissante pour x> x0. Si y (x) est 
une intégrale de cette équation (non identiquement nulle) qui satisfait aux

’) Présenté au V Congrès Polonais de Mathématique à Cracovie (juin 1947) 
mais ne pas encore publié. M. Biernacki supposait que son théorème pourrait 
être amélioré.
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conditions initiales non négatives et si les fonctions u, (x) sont défi
nies par les formules (1), on a les inégalités:

(3) Hm

——[ui(x)...uk (x)l‘/fc
(4) hm -------- -—. .i, <

U(x)J 1/n

n —2), 

2,/n(n-l)2

linï“"W <2,

<7,6,[(n-l)!],/n[(n-l)... (n-k)]lzk
(fe = l.......n—1).

Démonstration. Nous pouvons évidemment supposer quexo = O.
n — 1
S I y( ) (0) j > Oet que par conséquent la fonction y (x) ainsi que ses déri- î

vées jusqu’au n-ième ordre sont positives et croissantes pour tous les x>0. 
Remarquons d’abord que, X(x) étant non décroissante, on a

(5) iim -?M=°
x->ooyu(jc)

(i = 0, 1,..., n)

quel que soit le polynôme Q(x). Cette formule interviendra dans 
la démonstration de l’inégalité (3).

En intégrant n — i fois l’équation (2), nous obtenons

(6) y( ° (x) = Q (x) + J A (s) y (s) (x — s)"-'-1 ds

(i = 0,l,..,,n-l).

où Q(x) est un polynôme. La formule précédente et la formule (5) 
donnent les expressions asymptotiques suivantes pour les fonctions 
y^(x):

(7) lim 1—fA(s)y(s)(x— s)"-1“1 ds = (n —- i— 1) ! (f = 0,..., n— 1).
**°? /->(*) 0

En posant
/(s) = U(s)y(s)(x-S)n-i-2]‘/* et g(S) = U(s)y(s)(x-S)n-'l*/*.

on trouve d’après l’inégalité de Schwarz



Sur la dérivée logarithmique des fonctions monotones 11

2 x

[//(s)g(s) ds] <ff2(s)ds- f g2 (s) ds 0 0 0

la formule suivante:

[ / x4 (s) y (s) (x — s) r ' ’ds]2 0
<1 (f=l,..., n—2).

. n— i[ / x4 (s) y (s) (x — s)" ' 2ds] [/x4(s)y(s)(x —s)" ds] 
0 0

Cette formule entraîne, en vertu des formules (7) et (1), les 
inégalités (3):

Iim-iÄ« n~‘
U|_i (x) n — i — 1 (/=1,..., n —2) .

Nous démontrerons maintenant que la dernière des inégalités (3) 
est aussi vraie. On voit, en tenant compte des formules (1), (2) et
(7), qu’il suffit de vérifier l’inégalité suivante:

[/x4(s)y(s)ds]2 < 2x4 (x) y (x) (s)y (s)(x—s) ds.
0 0

La fonction x4(x)y(x) étant croissante, on a

[/x4(s)y (s)ds] =2 f A(s)y(s) ds f A (f) y (f) dt <

<2x4(x)y(x) f ds fA(t)y(f)dt = 0 0

= 2 A (x) y (x) f A (s) y (s) (x — s) ds ,0

ce qui achève la démonstration des inégalités (3).

Les fonctions u,(x) satisfont, en vertu des formules (1) et (2), à 
l’égalité

ut(x)... u„(x) = A(x).
■
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Cette égalité, ainsi que les inégalités (3), fournissent, après quelques 
simples transformations algébriques, l’inégalité suivante:
lin7[ui(x)...ufc(*)]1/fe <________ 21/n (n-1)2_________  = c
~~ M(x)]1/n [(n —l)!]1/n[(n —1)... (n —k)],/fc

(k = l,...,n —1).
On trouve facilement que

(8) Cn.fc<21/nfj^^)1!]1/n}2 (k=l,...,n —1).

Le membre droit de l’inégalité precedente tend vers e pour n -*
Le coefficient Cnk est donc borné par une constante C qui ne dépend 
ni de n, ni de k.
En utilisant la formule de Stirling et l’inégalité (8) on peut établir que 

C<7,6.

Streszczenie.
Jeśli y(x) jest całką równania różniczkowego 

у"(х)=Л (x) y(x) ,

w którym AM jest funkcją ciągłą, dodatnią i niemalejącą dla x>x, 
i jeśli z wyłączeniem znaku równości we wszystkich nierównościach 

у (xo) > 0, y' (x0) > 0................ y(n-° (x0) > 0,

to kładąc
•0 = 1, 2,...,n),UiM

otrzymujemy nierówności :
ui (*) n — i

/‘^M

lim
X—> oo

lim
* -» °° Uj_i (x) n — i.— 1

[u. (x)... ик(х)]1Л

(/=1,..., n —2), .....
u„_, (x)

lim <2,

2 (n —1)_
M(x)] lin <7,6[ (n — 1) ! ]1/n [ (n —1)... (n-k)]'/fc

(fc=l...... n — 1).
Lublin, 1948.
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