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Mieczyslaw Biernacki

Sur les cercles et sur les sphéres qui passent
par 3 ou 4 points d’'un continu!).

O kolach i kulach ktére przechodza przez 3 lub 4 punkty kontinuom.

1. Nous allons considérer la borne supérieure U et la borne in-
férieure u de la courbure des cercles (circonférences) qui passent
par au moins 3 points d’'un continu, de méme nous nous occuperons
de la borne supérieure W et la borne inférieure w de la courbure
des sphéres qui passent par au moins 4 points d’'un continu. On a
évidemment U >W et u>w. Le but principal de cet article est de
contribuer a la résolution du probléme suivant: dans quelles con-
ditions les bornes considérées peuvent étre atteintes?

Theoréme 1. Si la borne U re'ative & un continu borné est
finie ce continu est une courbe de Jordan sans points multiples et
rectifiable, ayant pour toute valeur du paramétre une tangente dirigée
qui varie continument avec ce parameétre et une courbure partout,
sauf au plus pour un ensemble de la mesure nulle des Vvaleurs de la
longueur de l'arc?).

La borne supérieure U ne peut étre atteinte par un cercle qui
passe par 3 points distincts de la courbe, & moins que la courbe ne
contienne pas un arc de cercle dont la courbure est U, cette borne
est donc dans tous les cas atteinte par un cercle tangent a la courbe.

Théoréme 2. Si la borne supérieure U est finie et si la courbe
dont il est question dans I'énoncé 1 est fermée et ne contient pas
un arc de cercle dont la courbure est U la borne U ne peut étre

1) Les résultats principaux de ce travail ont été publiés (sans démonstrations)
dans ,,Coiloqium Mathematicum® (Wroclaw) 1, 1, 1947, p. 47—48,

*) Jc considére la courbure comme la limite du rapport de I'angle d'une tangente
voisine et de la longueur de 'arc correspondant. En ce qui concerne la premiére partie
du théoréme cf. le travail de A. Marchaud, Sur les cont.nus d’ordre borné, Acta
Math. 1930, qui contient des résultats partiellement plus généraux,
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atteinte que soit par un cercle C qui passe par un seul point de la
courbe, soit par un cercle I' tangent au point A a la courbe et qui
passe par un autre point B, AB étant un diameétre de I' et la tan-
gente a la courbe en B étant perpendiculaire a ce diamétre. Si la
courbe fermée est plane le cercle C est donc limite des cercles qui
passent par 3 points de la courbe qui tendent vers un seul, tandis
que le cercle I' est doublement tangent a la courbe aux points diamé-
tra'ement opposés A et B; les deux cas peuvent se présenter effec-
tivement, dans chacun d’eux aucun point de la courbe ne se trouve
pas a lintérieur du cercle.

.

Théoreme 3. Si la borne inférieure u relative & un continu plan
est positive elle ne peut étre atteinte par un cercle qui passe par 3
points distincts du continu, & moins qu’il ne contienne pas un arc
de cercle dont la courbure est u?).

Il y a lieu ‘'de remarquer que le théoréeme 3 est inexact dans le
cas de l'espace (cf. le §4). On en trouve une explication en obser-
vant que pour tout continu situé¢ sur une sphére dont la courbure
est k on a u>k, tandis qu’ un continu plan de I'énoncé 3 se réduit
nécessairement 4 un arc convexe.

Théoréme 4. Si le continu est un ovale!) qui posséde partout
une courbure finie et continue les bornes U et u ne peuvent étre
atteintes que par des cercles de courbure. U et u sont donc respec-
tivement égales au maximum et au minimum de la courbure®).

Y

Théoréme 5. Si la borne supérieure W relative a un continu
borné est finie ce continu est une courbe de Jordan sans points
multiples et rectifiable ayant pour toute valeur du paramétre une
tangente dirigée qui varie continiiment ayec ce paramétre.

3) M.S. Gotgb m’a fait remarquer que si u > 0 le continu. qui se réduit évidzment
4 un arc convexe est nécessairement eontenu dans un cercle dont la courbure est u.

4) Japelle ainsi une courbe plane fermée située a distance finie, dont l'inter-
section avec toute droite se réduit — si elle n'est pas vide —soit a deux points au plus,
soit & un seul segment rectiligne.

5) Si l'ovale ne contient pas des arcs de cercles dont les courbures sont U et
u les circonférences pour lesquelles les bornes U et u sont atteintes ne passent que
par un seul point de l'ovale, tous leurs autres points €tant situés respectivement a I'in
térieur ou a l'extérieur de I'ovale. En particulier, la courbure de tout cercle qui coupe
l'ovale en 3 points est comprise entre le minimum et le maximum de la courbure de
I'ovale. Cette assertion a été aussi établie par M. T. Kubota; E.n Satz iiber de
Eilinien, Tohoku Mat. Journal 47, (1940), p. 96—98; cf. aussi L. A. Santalo,
ibidem 48, (1941) p. 64—67.
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Si cette courbe est fermée et ne contient pas un arc situé sur
une sphére dont la courbure est W la borne W ne peut étre atteinte
par une sphére qui passe par 3 points distincts de la courbe; cette
borne ne peut étre atteinte que soit par une sphére qui passe par
un seul point de la courbe, soit par une sphére doublement tangente
a la courbe, aux points diamétra’ement opposés de la sphére; dans
les deux cas aucun point de la courbe ne se trouve pas a lintérieur
de la sphere.

Si la courbe n'est pas fermée la dcuxicme partie de 1'énoncé
cessc d’étre exacte, peut-Ctre qu’il existe cependant toujours une
sphere de courbure W tangente a la courbe.

Si le continu est plan W est aussi la borne supérieure de la
courbure des cercles qui passent par au moins 4 points du continu.
Dans ce cas particulier on peut remplacer partout dans I'énoncé 5
le mot ,,sphére par celui du ,,cercle“. La ressemblance de la seconde
partie dc¢ I'énoncé 5 ainsi modifié avec le théortme 2 s’explique
facilement: tout d’abord on voit aisément que. lorsque un continu
est born¢ U et W sont finis en méme temps. Il résulte alors du
théorcme 2 que dans le cas d’'une courbe plane fermée on a W =U.
Si la courbe plane n’est pas fermée il est possible que W < U
(exemple: la courbe se compose du segment y=0, 0 < x <1 et de
I'arc contenant %/y; de la circonférence du rayon 1 tangente aux points
(1,0) et (0,1) aux axes et oy respectivement).

Théoréeme 6. Si la borne inférieure w est positive elle ne peut
étre afteinte par une sphére qui passe par 4 points distincts du
continu, & moins que ce continu ne contienne pas une portion située
sur une sphére dont la courbure est w °).

2. Dans la démonstration du théoréme 1 nous utiliserons quelques
lemmes, le premier d’entre eux, bien qu’évident est fondamental:

¢) La portion dont il est question dans I’énoncé ecst elle méme un continu qui
contient plus d’'un point. Le continu de I'énoncé 6 est nécessairement contenu dans
une sphére dont la courbure est w. Une droite arbitraire ne coupe la projection sur
un plan quelconque du continu dont il ¢st question dans I’énoncé 6 qu'aux 3 points
au plus. Il en résulte que cette projection est la somme dc huit arcs convexes au plus
placés bout a bout. (cf. A. Marchaud, loc. cit.,, O. Haupt. Ein Satz iber die
reellen Raumkurven vierter Ordnung und seine Verallgemeinerung, Mat. Ann, 1933;
Courtand: Sur les courbes gauches du 3 et 4 ordre en Géométrie finie, Hermann,
Paris 1940).



88 Mieczyslaw Biernacki

Lemme 1. Considérons deux cercles I' et I'', ayant les mémes
rayons, situés dans le méme plan et qui se coupent aux points A et B.
Désignons par X le domaine de révolution engendré par la rotation
de la partie commune des cercles I' et I'' autour de AB et de méme
par Y le domaine engendré par la rotation de Y la partie de, I' qui
n’appartient au I autour de AB. Soit P un point quelconque de
lespace. Si P est situé a lintérieur de Y la courbure du cercle qui
passe par A, B et P est plus grande que celle des cercles I' et I,
si P est situé a lintérieur de X ou bien & l'extérieur a la fois du X

et du Y la courbure du cercle qui passe par A, B et P est plus petite
que celle des cercles I' et I".

Lemme 2. Considérons les cercles I' et I’ et les domaines X et Y
dont il est question dans le lemme 1 et tracons la sphére S dont I'
est un grand cercle. A l'exception d’un arc AMB de I' qui appartient
a la frontiére de S et aussi a celle du X tous les points du domaine
fermé X sont contenus a lintérieur de la sphére S. A l'exception de
larc ANB, de I', complémentaire de l'arc AMB, qui appartient a la
frontiére de S et aussi & celle du Y tous la points de la sphére fermée S
sont contenus a l'intérieur du domaine X +Y (domaine engendré par
la rotation du segment ANB du cercle I' autour du AB).

Soit O le centre de la sphére S. Considérons un point P de la
frontiere du X, point dont la projection sur le plan de I' est Q et
qui provient de la rotation autour du AB d’'un point T de 'arc AMB
de I'; désignons enfin par L l'intersection de la droite TQ avec AB
et par K le pied de la perpendiculair eabaissée du O sur la droite TL.
On a OP’=0Q’ + LT'— LQ’=OL* + LT* + 2LQ-KL (LQ >0 si Q
est situé entre L et T et LQ <0 dans le cas contraire). Si T est
fixe et que Q varie la derniére expression atteint son maximum
lorsque LQ=LT c. a. d. lorsque le point Q se confond avec T,
alors P se confond aussi avec T, le maximum de OP est donc égal
au rayon de la sphére S, la premicre partic du lemme 2 se trouve
ainsi démontrée. La deuxiéme partie se démontre tout pareillement:
considérons un point P de la fronticre du X + Y, dont la projection
sur le plan de I' est Q et qui provient de la rotation autour du AB
d’'un point T de I'arc ANB de I': L et K ayant la méme signification
que tout-i-I’heure on trouve que OP’=OL*+ LT*—2LQ- KL, cette
expression atteint son minimum lorsque LQ=LT c. a. d. lorsque Q
et P se confondent avec T, le minimum de OP est donc égal au
rayon de la spheére S.
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Passons a la démonstration du théoréme 1. Comme U =W la
premiére partie du théoréme est, a 'exception de I'assertion relative
a la courbure, une conséquence du théoréme 5. Pour démontrer cette
assertion considérons deux points M, et M, de la courbe et des
tangentes M, T, et M,T,. Désignons par dg, et par 4o, respectivement
des angles des tangentes M; T, et M, T, avec M, M, et soit dy I'angle
qui font ces tangentes entre elles’). Tragons le cercle tangent au
point M, a la droite M|T, et qui passe par le point M,, soit R son
rayon. Nous avons:

A9, Adp, K n
MM, 2R sin'dpy HaARI A
et de méme

4 2 T
M, <3 U
R Ay n
or on a Ay < dp; + dps, donc il vient MlMQ < > U et a
Je, dy _ = r W -
fortiori T < 3 U ou s désigne la longueur de l'arc de la

courbe. a, # et y étant des cosinus directeurs de la tangente on

en conclut aussitdt que les rapports da:ds, dBf:4ds et Ady:ds

sont bornés. Il en résulte, d’aprés un théoreme connu de H. Le-
da dp dy

besgue que les 3 dérivées A = existent simultané
ds ds ds

ment, sauf au plus pour un ensemble de mesure nulle des valeurs
de s. Soit M; un point de la courbe ou les 3 dérivées existent et M
un point voisin, dé¢signons maintenant par As la longueur de l'arc
MM, par 4y I'angle que font entre elles des tangentes en M, et en
M et par da, 4B, Ay des acroissement des cosinus directeurs de la
tangente lorsqu’on passe de M, a M.
Comme le rapport:
dy
ds

V(G + G+ ()

tend vers 1 et que le dénominateur de ce rapport tend vers une
limite lorsque M se rapproche indéfiniment de M, on voit bien que

) On suppose tous ccs angles aigus.
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la courbure existe en M,. Lorsque M, tend vers M, le rapport
Ao :sin 4dp, par exemple tend vers 1, on voit donc en reprcnant
des calculs qui précedent que la courbure ne surpasse pas U.

Passons a la démonstration de la deuxiéme partie du théoréme.
Supposons que la limite U soit atteinte par un cercle I' qui passe
par 3 points ‘A, B et C. Posons BC=a, AC=b et considérons des
cercles I',, I',, I', symétriques de I' par rapport aux cOtés a, b et c
du triangle ABC respectivement. Définissons encorc des domaines
X, et Y, (i=a,b,c) comme X et Y dans le lemme 1 en remplagant
le cercle I' par I',. Appelons E, (i=a,b,c) le domaine rempli par
des points qui n'appartiennent ni a X, ni a Y, et désignons par des
lettres barrées des domaines fermés. Soit P un point quelconque de
la courbe. En appliquant le lemme 1 aux couples des cercles I', T,
(i=a,b,c) on voit que le point P doit étre situé soit dans le domaine

X, soit dans le domaine E,(i=a,b,c). Cependant il résu!te du lemme 2
que tous les points communs d’'un domaine X, et d'un domaine E,
(i,k=a,b,c) appartiennent a la circonférence I', si donc P ne fait pas
partie de cette circonférence il doit étre situé soit dans tous les do-
maines X,, X,, X, soit dans tous les domaines E_, E,, Ec. Or on voit

aisément que tous les domaines X,, X,, X. n'ont qu'un seul point
commun qui est un des points A4,B,C lorsque I'angle correspondant
du triangle ABC est obtus et qui est intérieur au triangle ABC si
tous ses angles sont aigus (c’'est le point d’intersection des circon-
férences I',, I'y, I'.). Ainsi donc si la courbe ne contient pas un arc

de la circonférence I tous ses points doivent appartenir au domaine E
qui est I'’ensemble des points appartenant a tous les domaines E,, E,, E,

a la fois. On voit cependant aisément que la frontiere du E présente
aux points A,B et C des ,,points de rebroussement* ou les deux
demi-tangentes ne sont pas situés sur une droite (si I'angle C p. ex.
es obtus le point C serait isolé) et ceci est incompatible avec I'exi-
stance de la tangente en un de ces points au moins (celui qui n’est
pas un bout de l'arc appartenant i la courbe).

3. Pour démontrer le théoréme 2 remarquons que si la limite U
n’est pas atteinte par un cercle-limite des cercles passants par 3 po-
ints qui tendent vers un seul elle est atteinte, en vertu du théoréme 1,
par un cercle I" tangent en un point A a.la courbe et qui passe par
un autre point B de la courbe. Supposons d’abord que AB ne soit
pas un diameétre de I Tragons le cercle I" symétrique de I' par
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rapport au AB, d’aprés le lemme 1 aucun point de la courbe n'est
pas situé a l'intérieur du domaine Y relatif aux cercles I' et I".
Considérons d’autre part le tore Z obtenu en tournant le cercle au-
tour de la tangente en A, il est clair qu’aucun point P de la courbe
ne se trouve pas a l'intérieur du Z car autrement un cercle passant
par P et tangent a la courbe en A aurait sa courbure plus grande

que U. Or d'apres le lemme 2 le domaine X est situ2, a 'exception
d’'un arc de I', a4 l'intérieur de la sphére S dont I" est un grand cercle
et a fortiori a l'intirieur du tore Z. Si donc la courbe ne contient
pas un arc de I' elle se trouve a I’extirieur ou sur la fronticre du
domaine X+Y, ceci est cependant incompatible avec I'existence de
la tangente en des points A et B. Supposons maintenant que AB
soit un diamctre du cercle I Comme auzun point de la courbe
n'est situ: a l'intirieur du tore Z dont le plan tangent en B est
perpendiculaire a 4B, la tangente en B a la courbe doit étre perpen-
diculaire a AB.

4. Puisque le théoréme 3 se rapporte aux continus plans il nous
sera commode d’énoncer le lemme 1 dans ce cas sous la forme sui-
vante:

Lemme 1a. Considérons deux cercles I' et I, ayants les mémes
rayons, situés dans le méme plan et qui se coupent aux points A
et B. Soit P un point quelconque du plan des cercles I' et I'. Si
P est situé a lintérieur d’'un de ces cercles et a I'extérieur de I'autre
la courbure du cercle qui passe par A, B et P est plus grande que
celle des cercles I' et I', si P est situé a l'intérieur des cercles I' et
I'" ou & l'extérieur de ces cercles la courbure du cercle qui passe
par A, B et P est plus petite que celle des cercles I' et I".

Supposons maintenant que la limite u (u>0) soit atteinte par
un cercle qui passe par 3 points 4, B et C du continu. En tracgant
encore des cercles I',, I'y, I'. symétriques de I par rapport aux cotés
du triangle ABC et en appliquant le lemme la aux couples des
cercles I, I', (i=a, b, ¢) on voit que tout point de continu intérieur
a I' devrait étre situé a l'extérieur ou sur la périphérie des I'; et
que tout point de continu extirieur a I' devrait étre situé a l'inté-
rieur ou sur la périphérie des I', (pour i=a, b, c). Or si les angles
A, B, C du triangle ABC sont aigus il n'existe qu’'un seul point a
I'intérieur de I' qui satisfait a ces conditions (cf. § 2) tandis qu’aucun
point extérieur a3 I' n'y satisfait pas. Si l'angle C p. ex. est obtus
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le continu devrait ¢tre situé soit sur la périphérie de I' soit dans
deux domaines limités par des cercles et qui n'ont aucun point
commun. L'un de ces domaines est situé¢ en dehors de I', sa fron-
tiere passe par le point C, l'autre domaine est situé a l'intérieur de
I, sa frontiere passe par des points A et B. Si le triangle ABC est
rectangle on voit directement que le continu se réduit 4 un arc
de I. Pour constater que le théoréme 3 est inexact dans le cas de
I'espace introduisons des coordonnées sphériques ¢ et © sur une
sphére dont la courbure est u et considérons un arc AB de loxo-
dromie qui fait un petit angle ¢ avec des paralléles ® = const. Nous
supposons que lorsque un point décrit I'arc AB ¢ varie de 4 = et
que O reste voisin d’'une valeur différente de 0 et de ’2—‘ Il est clair

que le grand cercle de la sphére qui passe par des points A et B
coupe l'arc AB en un troisieme point C; on constate d’autre part
aisément, en faisant tendre ¢ vers 0, que tout cercle tangent en un
point de I'arc AB 4 cet arc et qui passe par un autre point de l'arc
AB a la courbure supérieure a u.

Considérons maintenant un ovale: dont il est question dans
I’énoncé 4. Il résulte des hypothéses que la borne U est finie et que
des cercles-limites des cercles qui passent par 3 points qui tendent
vers un seul sont identiques avec des cercles de courbure. Si donc
la borne U ne serait pas atteinte par un cercle de courbure elle
serait atteinte, d’aprés I’énoncé 2, par un cercle I' doublement tan-
gent a l'ovale aux points diamétralement opposés 4 et B, aucun
point de I'ovale ne se trouvant pas a l'intérieur de I. Il est d’ail-
leurs clair que tous les points de l'ovale sont situss dans la bande
comprise entre deux droites passants par A4 et B respectivement et
perpendiculaires a AB, ou bien sur ces deux droites. En choisissant
le point A comme lorigine des coordonnées et le segment AB
comme l'axe des x on voit que chaque demi-droite x=a, y >0
(0 < a < AB) coupe l'ovale en exactement un point y=y(x). Dési-
gnons encore par z (x) 'ordonnée positive du cercle I': onay (x) = z (x).
Il est clair que si l'ovale ne contient pas un arc de I" il existe une
valeur a, positive et voisine de 0, telle que y'(a)>z'(a)>0, tandis
que pour une valeur b voisine de AB (b< AB) on aura y' (b)<z'(b) <0.
Considérons la fonction croissante;

F)= f (l_+t2)”’
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Il résuite des inégalités écrites que l'on a:

Fly'@|—=Fly®)l . ,
F [z (a)] — F [Z (b))

Or les dérivées des fonctions F (y' (x)) et F[Z' (x)] ce sont des cour-
bures de l'ovale et du cercle respectivement. En appliquant le théo-
reme de Lagrange au rapport ci-dessus on verrait donc qu'il existe
un point de I'ovale ou la courbure est supérieure a celle du cercle I',
en contradiction avec 'hypothése faite.

La considération de la limite inférieure u est moins compliquée
I.e cas ou u=0 étant évident on peut supposer que u> 0. Si la
borne u n’était pas atteinte par un cercle de courbure elle serait
atteinte, d’aprés le théoréme 3, par un cercle I' tangent en un point A
a 'ovale et passant par un autre point B de l'ovale. Si AB est un
diamétre de I' on voit immédiatement que I'ovale se réduit au
cercle I Si AB n'est pas un diameétre de I' tragons le cercle I
symétrique de I' par rapport 3 AB. Aucun point de I'ovale ne peut
étre situ? simultanément a I'extérieur de I' et du cercle I’ symétri-
que de I par rapport a la tangente a I' en A (car autrement la
courbure du cercle passant par ce point et tangent a I'ovale en A4
serait plus petite que u), donc tous ses points seraient situss, d’apres
le lemme la, soit sur les circonférences I', I ou I'’, soit simu'tané-
ment a lintérieur de I et 4 I'extérieur de I, ou bien a l'intérieur
de I" et de I'” simultanément, ceci est cependant manifestement
impossible.

6. Occupons-nous maintenant du continu dont-il est question
dans le théoréme 5. Soit O un point quelconque de ce continu. Il est
clair que chaque sphére de centre O et de rayon R assez petit coupe
le continu en 3 points au plus, donc le continu est composé, dans
le voisinage de O, d’au plus 3 branches de courbe continue: x = x,(R),
y=y(R), z=2(R) (i=1,2,3). Si R-O et si le point P décrit une
de ces branches la direction du vecteur OP tend vers une limite
bien déterminée. En effet, supposons qu'il n’en soit pas ainsi et
considérons deux directions limites, soit OM et ON du vecteur OP;
nous pouvons supposer que OM et ON ne sont pas situés sur une
méme droite. Tragons la bissectrice de I'angle MON, un cercle
tangent a cette bissectrice et dont la courbure est supérieure a W et
enfin la sphére dont le cercle en question est un grand cercle. Il est
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clair que la périphérie de la sphére devrait contenir une infinité des
points du continu, en contradiction avec la définition du nombre W.

Il y a plus: I'angle KOL que font des directions limites OK et OL
qui correspondent 2 des branches différentes ne peut étre égal qu’a
zéro ou a n. Supposons qu’il n’en soit pas ainsi et considérons un
petit cercle C tangent 4 OK et a OL, puis un cercle concentrique C’
dont le rayon est égal 2 celui de C multiplié par un nombre fixe
plus grand que 1 et voisin de 1. Tragons encore la sphére dont C’
est un grand cercle. Il est clair que la branche (ou les branches)

qui s’accumule vers OK coupe la sphére en deux points au moins et

qu’il en est de méme avec la branche qui s’accumule vers OL. En
choisissant le rayon de C assez petit nous obtenons de nouveau une

contradiction. Considérons encore une direction OM suivant laquelle
s’accumulent les points du continu qui tendent vers O, tous ces points

sont situés dans un demi-cone C, de sommet O, de I'axe OM et tel
que I'angle de la génératrice avec 'axe est un nombre ¢ arbitrairement
petit. Supposons qu'il existe une suite infinie des sphéres qui passent
par O, dont les rayons tendent vers zéro, dont les centres sont situés

sur OM et qui sont telles que chaque sphére coupe le continu en
deux points A et B autres que O. Choisissons de cette suite une
sphére § dont la courbure est plus grande que W; si le continu ne
pénétre a l'intérieur de S ni dans le voisinage du point 4 ni dans
celui de B nous remplagons la sphére S par une sphére tangente

en O a S, le centre de cette sphére étant situé sur OM et sa courbure
étant plus petite que celle de S (mais supérieure a2 W) il est clair
que si la nouvelle sphére que nous appelons encore S est suffisament
voisine de la sphére primitive le continu pénétre a son intérieur
dans le voisinage des points A et B. En définitive on peut toujours
supposer que le continu pénétre a l'intérieur de S dans le voisinage
d’'un des points A et B au moins, du point A pour fixer des idées.
Il est cloir que tous les points du demi-cone C dont les distances au
point O sont assez petites sont situés a I'intérieur de la sphére S ainsi
choisie. Toute sphére T tangente en B a S,-contenue a l'intérieur de S,
et dont le rayon différe assez peu de celui de S coupe le continu en un
point voisin de A; la courbure de T surpassant W cette sphére ne
peut donc couper le continu qu'en un seul pomt v01sm de O. En

e

appliquant le méme raisonnement a la direction OM opposée a OM
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L ]
nous constatons que la portion du continu située dans un voisinage

de O (et par conséquant tout le continu) est une courbe de Jordan
sans points mu'tiples (en particulier sans points de rebroussements)
et qui posséde partout une tangente.

Nous allons voir maintenant que la direction de cette tangente
varie d'une maniére continue avec le paramétre de la courbe. Suppo-
sons qu'il n’en soit pas ainsi: soit O un point de la courbe, OT la
tangente en O, M, une suite des points de la courbe qui tendent
vers O, M, T, la tangente en M et supposons que les angles des

— =
vecteurs M, T, avec le vecteur OT tendent vers un nombre positif

n
a(0<a< 3 ). Tracons des cercles passants par O et tangents aux

points M, a la courbe et puis des sphéres S, de centres C,, dont ces
cercles sont des grands cercles; les rayons des S, tendent vers zéro

lorsque n—o00. Les angles des vecteurs OM, avec OT tendent zéro,

donc les angles des vecteurs OC, avec OT tendent vers g—a. Ilen

résu'te que toutes les sphéres S, contiennent une portion voisine
de O (et variable avec S,) d'un demi-cone K dont le sommet est O et

I'axe OT, si I'angle des génératrices avec I'axe est un nombre ¢ assez
petit. La branche de la courbe issue de O reste d’abord dans le demi-
cone K, donc dans toute sphére §,, finit par sortir de S, et touche
S, au point M,, cette branche coupe donc S en 4 points au moins
(dont certains sont confondus). Le rayon de S, tendant vers zéro
lorsque n— =< nous obtenons de nouveau une contradiction. Il résu'te
de ce qui précéede qu'un plan perpendiculaire a la tangente OT et
que passe assez prés de O coupe la courbe en un seul point voisin
de O, si donc on choisit O comme l'origine des coordonnées et la
tangente OT comme I'axe Ox la courbe est réprésentable, dans le
voisinage de l'origine, par des équations: y=y(x), z=z(x) ou y'(x)
et z'(x) sont continues. En définitive le continu est une courbe de
Jordan rectifiable, sans points mu'tiples et qui posséde partout une
tangente qui varie continiment.

7. Passons a la démonstration de la deuxiéme partie du théoréeme 5
Considérons la sphére S pour laquelle la borne W est attcinte. Nous
dirons qu'un point d'intersection de la ccurbe fermée avec S est
,»un point P“ si la courbe pérétre a l'intérieur de la sphére dans le
voisinage de ce point, dans la cas contraire nous dirons que le point
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d’intersection est ,,un point T (en un point T la courbe est tangente
a la sphére). Nous allons voir que tous les points d'intersection sont
des points T. Il est d’abord impossible que tous les points d’inter-
section soient des points P: si leur nombre était supérieur a 3 une
sphére §' suffisament voisine de S et tangente intérieurement a S en
un des points P, au point P, pour fixer des idées, couperait la courbe
en 4 points ce que est impossible; s’il n'y a que 2 ou 3 points P la
courbe est nécessairement tangente 4 S en un de ces points et on
peut reprendre le raisonnement pricédent en y remplagant le point Py
par ce point (certains dzs 4 points d'intersection de la courbe avec S
sont maintenant confondus). Ce méme raisonnement s’applique
encore s'il y a un point T et deux points P, pourvu que I'on remplace
le point P, par le point T. La courbe étant fermée il est impossible
qu’il existe un seul point P, tous les points d’intersection sont donc
bien des points T. Supposons maintenant qu'il exi<te deux points T,
soit T, et T,, tels que T, T, ne soit pas un diametre de la sphére S.
Abaissons du centre C de S sur la corde T, T, la perpendiculaire CQ
et déplagons légérement la sphére S dans la direction CQ. Il est clair
que la sphére obtenue coupe la courbe en 4 points P; or nous avons
vu que cela est impossible. T, T, est donc nécessairement un diameétre
de S et par suite tous les points d’intersection de la courbe avec la
sphére S se réduisent a deux points T au plus. Pour voir que la
deuxiéme partie du théoréme 5 n’est pas exacte lorsque la courbe
n'est pas fermée il suffit de considérer le cas d’'une courbe plane
(qui correspond au théoréme 5a). Soit a un nombre plus grand que 2
et considirons dans le plan oxy la courbe composée 1° des segments:
y=01l<x<a,y=0—a<x<—]; x=0, y|< a; 2° de I'arc de cer-
cle AB tangent aux points A(a,0) et B(0,a) aux segments précédents
(I'arc AB correspond a 3 de la circonférence); 3° de I'arc de cercle
symétrique de I'arc précident par rapport a 'origine. On a ici W =1
et cette borne est attcinte par le cercle x2 + y*=1 qui coupe la cou-
rbe en 4 points distincts. Il est aisé dz constater que tous les cercles
tangents a la courbe et qui passent par deux autres points de la
courbe ont leurs rayons supérieurs ou égaux a 1.

8. Dans la démonstration du théor:me 6 nous utiliserons plu-
sieurs lemmes, le premier d’'entre eux est évident et tout a fait ana-
logue au lemme la:

Lemme 3. Considérons deux sphéres S et S' ayants les mémes
rayons et qui se coupent suivant un cercle I Soit P un point
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quelconque de l'espace. Si P est situé a lintérieur d'une de ces
spheéres et a l'extérieur de l'autre la courbure de la sphére qui passe
par I' et P est plus grande que celle des sphéres S et S', si P est
situé a l'intérieur des sphéres S et S' ou a l'extérieur de ces sphéres
la courbure de la sphére qui passe par I' et P est plus petite que
celle des sphéres S et §'.

Lemme 4. Etant donnés 4 points A, B, C et D de la périphérie
d'une sphere, points qui ne sont pas tous situés sur une méme cir-
conférence, deux de ces points (A et B par exemple) sont situés
dans la plus grande des calottes déterminées par des cercles passants
par trois points restants (des cercles BCD et ACD respectivement).

On peut énoncer le lemme 4 sous la forme suivante: , Etant
donné un tétraedre ABCD il est impossible que le centre O de la
spheére circonscrite au tétraeédre soit situé du co6té oppos? aux points
intérieurs du tétraédre par rapport aux plans des 3 faces de celuici
ou bien sur ces plans®“. Supposons que le centre O se trouve du
coté opposé aux points intérieurs du tétraédre par rapport aux plans
des faces ABC, ADC et DBC ou bien sur ces plans, il en résulterait
que le prolongement rectiligne du segment OC au dela de C devrait
pénétrer dans le tétracdre, ce qui est impossible car ce prolongement
est situé a l'extérieur de la sphére circonsrite au tétracdre.

9. Nous supposerons maintenant que la sphére S pour laquelle
la borne inférieurec w est atteinte passe par 4 points A, B, C, D du
continu et nous aboutirons a une contradiction. Nous allons distin-
guer deux cas:

I cas: le cenire O de la sphére circonscrite au tétraédre ABCD
est situé a l'extérieur ou sur les faces du tétraédre.

Si un cercle qui passe par 3 des points A, B, C, D est un grand
cercle de S on voit immédiatement que tout point du continu est
situé sur la périphérie de S; s'il n'en est pas ainsi il résulte de I'hy-
pothése faite au sujet du centre O qu'il existc une hémisph¢re de S
qui ne contient aucun point A, B, C, D. Supposons donc, par exemple,
que le point D soit situé dans la plus petite des deux calottes de
S qui sont séparées par la circonférence ABC. Tragons la sphére
S’ symétrique de S par rapport au plan ABC, en appliquant le lemme 3
au couple des sphéres (S,S) on voit que tout point du continu qui
n’appartient pas aux périphéries des sphéres S et §' est situé soit
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dans le domaine R qui est I'ensemble des points situés a la fois a I'in-
térieur de S et a l'extirieur de §’, soit dans lc domaine R’ qui est
I’ensemble des points situés a la fois a I'extéricur de S et a l'inté-
rieur de §’. En tragant maintenant des spheres S, S,, S, symétriques
de S par rapport aux plans DAB, DBC, DCA respectivement et en
appliquant le lemme 3 aux couples des sphéres (S, S), (S,S,), (S,Sy)
on constate que les points du continu qui n'appartiennent pas aux
périphéries des spheres S, S, S, S,, S, sont situis dans le voisinage
d’'un des points A4, B,C soit exclusivement a l'intérieur de S, soit
exclusivement a l'extérieur de S, donc soit exclusivement dans R,
soit exclusivement dans R’. Les domaines R et R’ fermés ne con-
tenant en commun que la circonférence ABC, qui ne contient évi-
demment pas d’autres points du continu que A, B et C, on voit que
si le continu ne contient pas de portion située sur une sphére dont
la courbure est w il est situé tout entier soit dans le domaine fermé
R, soit dans le domaine fermé R’. La premicre hypothése est ce-
pendant impossible car le continu contient le point D qui est situé
a une distance positive de R. La deuxicme I’hypothése I'est égale-
ment, car en vertu du lemme 4 il existe parmi les points 4, B, C
un au moins, soit C par excmple, qui se trouve sur la plus grande
des calottes déterminées sur S par la circonférence ABD; en appli-
quant le lemme 3 au couple des spheres (S, S.) on voit que le con-
tinu est situé, dans le voisinage de C, a l'intérieur de S donc dans R.
Ainsi nous aboutissons toujours a une contradiction.

10. Nous allons considércr maintenant le II cas: le centre O
de la spheére circonscrite au tétraéedre ABCD est situé a lintérieur
du tétraédre.

Lemme 5. Etant donné un tétraédre qui contient le centre O
de la sphére circonscrite S a son intérieur il y a, dans le voisinage
arbitrairement restreint d’un sommet quelconque des points qui
appartiennent & la fois & S et a 3 sphéres symétriques de S par
rapport aux faces qui passent par le sommet consideéré.

Désignons par O, Og, O, O, des centres des spheres S, S, S¢, S),
symétriques de S par rapport aux plans BCD, ACD, ABD, ABC
respectivethent et considérons par exemple le sommet A. Si le

tétraédre ABCD est régulier on trouve de suite que OO,: AO,=3

(i= B, C, D), donc le segment OA tout entier appartient aux sphéres
S5 Sc Sp. Nous pouvons maintenant déplacer continiment des som-
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mets du tétraedre régulier de maniére qu’il finisse par coincider
avec le tétraédre donné, en ayant soin qu'au cours de cette trans-
formation le centre O reste toujours a 'intérieur du tétraédre et que
les quatre sommets ne soient jamais situés dans un méme plan. Il
est clair que la propriété dont il est question dans le lemme ne peut
cesser d’avoir lieu, au cours de la' transformation, qu’au moment ou
deux des spheres S, S, (i=B, C, D) sont tangentes en A. Or il est
d’abord clair qu’aucune de ces 4 sphéres ne peut coincider avec
I'autre. Si la sphere Sp par exemple est tangente en A4 i la sphére S¢
les points Og, O, A sont situés sur une droite, le plan OO, O, est
perpendiculaire aux faces CAD et BAD, donc aussi a l'arrét AD,
il s’ensuivrait que OA serait perpendiculaire 4 AD, résultat impossible.
Si la sphere S est tangente en A i la sphere S;, par exemple, le
pied Py de la perpendiculaire abaissée de O sur la face ACD coin-
ciderait avec A, or cela n’est pas posible car P, est le centre du cercle
circonscrit au triangle ACD.

Lemme 6. Considérons un tétraédre qui contient le centre O
de la spheére circonscrite S a son intérieur. Chaque demi-droite dont
le bout est O et qui contient un sommet du tétraédre traverse
lintérieur du triangle dont les sommets sont des centres des sphéres

symétriques de S par rapport aux faces qui passent par le sommet
consideéreé.

On peut remplacer dans la démonstration du lemme les centres
des sphéres symétriques par les pieds des perpendiculaires abaissées
de O sur les faces qui passent par le sommet considéré. Considérons,
par exemple, le sommet A et soient P, P., P, les pieds des per-
pendiculaires abaissées de O sur les faces ACD, ABD, ABC respec-
tivement. Remarquons d’abord que la demi-droite OA ne coupe pas
des coOtés du triangle P,P.Pp: si elle coupait le coté PyPp, par
exemple, le plan APy P, serait identique avec le plan OPg P, qui est
perpendiculaire a I'arrét AC (il est impossible que les points 4 ou O
soient situés sur la droite Py P, donc les plans AP, P, et OP, P, sont
bien déterminés); le segment AP, serait donc perpendiculaire a AC,
or ceci est exclu car Py est le centre du cercle circonscrit au
triangle ACD. Il est de méme impossible que le point O soit situé
a l'intérieur du triangle P, P. P, car les plans OP, P, OPy P, OPy P,
seraient alors identiques, donc les arrits AB, AC, AD aussi. Cela
posé l'assertion du lemme: la demi-droite OA oo traverse l'intérieur
du triangle P, P, P, est évidemment exacte, pour des raisons de symé-
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trie, dans le cas du tétraédre régulier. Nous pouvons déplacer
continiment les sommets du tétraédre régulier de manic¢re qu'il
finisse par coincider avec le tétraédre donné, en ayant soin qu'au
cours de cette transformation le centre O reste toujours a l'intérieur
du tétraédre et que les quatre sommets ne soient jamais situés dans
un méme plan. Il est clair que I'assertion du lemme ne peut cesser
d’étre exacte au cours de la transformation, que lorsque la demi-
droite OAo¢ coupe un des cotés du triangle P P. Pp,, ou bien lorsque
le point O est situé a l'intérieur de ce triangle. Nous avons cependant
constaté que ces circonstances ne peuvent avoir lieu.

Lemme 7. Considérons un tétraédre qui contient le centre O de
la sphére circonscrite S a son intérieur. Tout point intérieur & S et
dont la distance a un quelconque de sommets est plus petite qu'un
nombre positif est aussi situé a lintérieur de l'une au moins des
3 sphéres symétriques de S par rapport aux faces qui passent par le
sommet considéré. Tout point extérieur a S est situé a [l'extérieur
de l'une au moins des 3 sphéres en question.

D’aprés le lemme 6 il est possible de choisir des masses posi-
tives mg, me, mp de maniére que I'on ait mz+ms+mp=1 et que le
centre de gravité G de ces masses, placées aux points Oy, O, O,
respectivement, soit situé sur la demi-droite OAoe. On sait que les
lieux géométriques des points P qui satisfont a une relation

E(P)= m,PO}, + mPO;. + myPO;, = k

ou k est un parameétre sont des sphéres concentriques dont le centre
est G et dont les rayons croissent avec k. Désignons par R le rayon
commun des spheres S, S,, S;, Sc, Sp. Si le point G était situé
sur le prolongement de OA au dela de A ou s'il était confondu avec
A on aurait en tout point P intérieur a S E(P)>E(A) = R?, or c'est
en contradiction avec le lemme 5 d’ aprés lequel il existe des po-
ints P intérieurs a § et tels que PO,<R, PO.<R, PO,<R, par su-
ite E(P) < R2. Ainsi donc le point G est situé sur le segment OA4
(les extrémités O et A étant exclus), il en résulte que l'on a
E(P)<E(A)=R? en tout point P situé a l'intérieur de la sphére dont
le centre est G et qui est tangente intérieurement a S au point A4,
un tel point est nécessairement situé a l'intérieur de 'une au moins
das sphéres Sg, Sc, Sp. 1l est d’autre part évident que tout point
de S dont la distance au sommet 4 est assez petite et qui n’appar-
tient pas au tétraédre ABCD est situé a lintérieur de l'une au
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moins des sphéres Sy, Sc, S;,. La premiére partie du lemme 7 est
donc établie (en supposant que le sommet considéré soit A). Pour
établir la deuxieme partie du lemme il suffit de remarquer que ’'on
a en tout point P extirieur a S: E(P)>E(A)=R>

Il est maintcnant aisé d’achever la démonstration du théoréme 6
dans le II cas. En appliquant le lemme 3 aux couples des sphéres
(S, Sp), (S, S0, (S,Sp) on constate que tout point du continu qui n'est
pas situé sur les périphéries de ces sphéres se trouve soit a I'intérieur
de S et a I'extérieur de toutes les sphéres Sy, S¢, S), soit a I'extérieur
de S et a l'intérieur de toutes les sphéres Sg, Si, Sp. En tenant compte
du lemme 7 on voit donc que si le continu ne contenait pas de portion
située sur une sphére dont la courbure est w le point A serait isolé.
Remarque. Il résulte de la démonstration du lemme 7 qu'’il est possi-
ble d’énoncer le lemme 6 sous la forme plus précise que voici:

Lemme 6a. Considérons un tétraédre qui contient le centre O de la
sphére circonscrite a son intérieur. Le segment qui joint le centre O a un
sommet quelconque A traverse l'intérieur du triangle dont les sommets
sont des pieds des perpendiculaires abaissées de O sur les faces qui

passent par A en un point N tel que ON :OA <;

Cest M\J.G. Mikusinski qui a remarqué le premier I’équiva-
lence des lemmes 7 et 6a.
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Streszczenie

Niech U i u oznaczajs odpowiednio kresy goérny i dolny krzy-
wizny kél przechodzacych przez conajmniej 3 punkty ograniczonego
kontinuum. W i w maja znaczenie analogiczne w stosunku do kul
przechodzacych przez conajmniej 4 punkty kontinuum. Jest zawsze
w<u, W<U. Przyjmijmy, ze¢ kontinuum nie zawiera luku kola
o krzywiznie réwnej U lub u, wéwczas kres U <00 nie moze byé
osiagnicty przez kolo ktére przechodzi przez 3 rézne punkty konti-
nuum; jesli to kontinuum jest plaskie to samo ma miejsce w sto-
suku do kresu u>0. Jesli W <20 to kontinuum jest krzywa Jordana,
ktora ma wszedzie styczna ciagla, jesli ta krzywa jest zamknieta, to
kres U <00 moze by¢ osiagnicty tylko albo przez kolo przechodzace
przez jeden tylko punkt krzywej albo przez kolo C styczne do
krzywej w A i przechodzace przez inny punkt B krzywej w ten
sposob ze AB jest $srednica C a styczna do krzywej w B jest prosto-
padla do tej Srednicy. Jesli kontinuum jest owalem pcsiadajacym
wszedzie krzywizne ciagla, to kresy U <00 i u>0 s3 osiaggniete tylko
przez kola krzywiznowe. Zalézmy teraz, 7ze kontinuum nie zawiera
czeSci polozonej na kuli o krzywiznie W lub w. Jesli W <oo i jesli
krzywa Jordana do ktérej sie redukuje kontinuum jest zamknicta,
to kres W moze byé¢ osiagnicty tylko albo przez kule przechodzaca
przez jeden tylko punkt krzywej, albo przez kule styczna w obu
koncach jednej z jej srednic do krzywej i niemajaca zadnego innego
punktu wspdlnego z krzywa. Jesli w>0 to kres w nie moze byé
osiagnicty przez kule przechodzaca przez 4 r6zne punkty kontinuum.



