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Sur la notion de point remarquable dans la géometrie

du triangle
(0 pojeciu punkiu osoblivego w geometrii trojkaia)

Introduetion. Le grand nombre des “points remarquables” discutés dans
la géométrie du triangle, suggére la supposition que le nombre de tous
les points remarquables soit infini, ou méme que chaque point du plan, choisi
au hasard, puisse étre considéré comme remarquable. En réalité, le probléme
ne gagne son sens qu'apres que la notion de point remarquable soit
précisée. C'est ce qui est le but principal de cet article.

Nous distinguons des points remarquables au sens large et ceux au sens
restreint, cette derniére classe étant la plus importante. Chaque point sin-
gulier au sens restreint est lié, par ses coordonnées barycentriques, avec
un polynome A(x,y,z) homogéne, a coefficients entiers. Réciproquement,
chaque polynome /(x,y,z) satisfaisant a certaines conditions, détermine un
point remarquable.

En imposant une borne supérieure au degré et aux coefficients du
polynome, on peut diminuer a volonté le nombre des points singuliers
correspondants. Pour les points les plus connus, le degré de X(x,y.z) ne
surpasse pas le nombre 4 et les coefficients a, de ce polynome satisfont
a l'inégalité [a'. = 2,

Qu'il me soit permis d'exprimer ici ma gratitude a M. K. Cwojdzinski
qui m'a suggéreé, par ses observations, le sujet du présent article.

1. Point remarquable au sens large. La notion de "point remarquable”
est une sorte de fonction qui fait correspondre a chaque triangle T un point
P, appartenant au méme plan. Il va sans dire que l'on doit considérer
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deux points remarquables différents p. e. barycentre, ortocentre etc., comme
des fonctions différentes. Or, toute fonction (faisant correspondre a un
triangle un point du méme plan) ne peut étre considérée comme “point
remarquable”. Elle doit pluté6t satisfaire a certaines conditions. Les postulats
ci-dessous peuvent étre adoptés comme définition générale d'une fonction,
qui détermine le point remarquable (au sens large), ou tout simplement
comme définition du point remarquable (au sens large).

1" La fonction doit étre invariante par rapport qux transformations -
euclidiennes: si le triangle T est soumis aux translations ou aux rotations,
le point P doit conserver sa position relative par rapport au triangle.

2° Si 2 triangles T, et T, sont symélriques par rapport @ une droite,
les points correspondants P, et P, le sont aussi.

3" Si 2 triangles T, et T, sont homothétiques par rapport a un point
O, les points P, et P, le sont aussi.

Le second de ces postulats peut élre negligé, si I'on admet, dans le
premier, des rotations dans l'espace a 3 dimensions.

On déduit facilement des postulats ci-dessus que tout point remarquable
dun triangle isocéle est situé toujours sur son axe de symétrie; donc
tout point remarquable d'un triangle équilatéral, coincide avec .son centre.

2. Interprétation amalytique. En vertu de l'invariabilité par rapport
a des translations et a des rotations, il semble le plus convenable de
déterminer la position du point P a l'aide des coordonnées barycentriques
21 5, 5. Ces coordonnées satisfont, notamment, toujours a la relation
(1) §1+Ea+53=1.
quel que soit le point P.

Les coordonnées du point remarqgnable P dépendent, en général, des
cotés a,,a,a; du triangle considéré T; elles s'expriment donc en fonctions
de ces cotés, p. e.

5 = ¢lay.aya).
Aucun de ces cotés n'étant spécialement distingué, leur role est symétrique
et I'on a
: = $(ayasa,),
Sa = ¢(ay,a,,as).
La fonction ¢(x,y,z) jouit des propriétés suivantes:

I. elle est homogéne du degré 0;

II. elle est symétrique par rapport aux deux derniéres variables;

L. (xy.z) + @ly,zx) + @¢(z.xy) = 1.

Les propriétés I et II sont des conséquences des postulats géométriques,
adoptés dans le No 1, la propriété III résulte de la relation (1).

On peut dire quune fonction ¢(x,y,z) qui jouit de 3 propriétés ci-

dessus, définit analytiquement une singularité (au sens large) d'un point P,

¥
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5. Les points remarquables elassiques. Pour illustrer notre définition,
nous donnons ici, dans le cas de quelques points singuliers classiques,
la forme explicite de la fonction ¢(x,y,z):

l .
3’
2. Centre du cercle inscrit:

1. Centre de gravité : ¢ =

x 0
x+y+z
3. Centre du cercle circonscrit:
x(— x* + y + z)
2y*z* + z'x* + x?yt) —x'—y T

e

ll) =

4. Ortocentre:
xl - (y”! IR z,’.)’
2y 2+ zixt+ Xy —x'—yt—2"

4. Le point remarquable au sens restreint. Nous adopterons cette
dénomination dans le cas, ou la fonction ¢ peut étre représentée comme le
quotient de deux polynomes a coefficients entiers
Nxy.z)
wxy.z)

La classe des points remarquables correspondants est'beaucoup plus étroite,
mais, en méme temps, la plus importante. Tous les points cités dans le
No précédent, sont singuliers au sens restraint.

En supposant que les polynomes 4 et u n'aient pas de diviseur commun,
ces polynomes sont, a signe prés, déterminés pour chaque point remarquable
(au sens restreint).

Ces polynomes sont liés par la relation

u(xy.z) = Mxy.z) + My,zx) + z,xy).
Il suffit donc de connaitre la forme de /(x,y,z), pour trouver nfxy.z) et
ensuite la fonction ¢(x,y,z).

q =

W(xy.z) =

Les polynomes

=l

A= x,

L= x¥—x*+ y*+ z2?),
)= x‘—(y‘—z’)*,

, sont caractéristiques pour les 4 points, considérés dans le No précédent.

En substituant pour i(x,y,z) des différents polynomes homogénes,
symétriques par rapport a Y,z on est conduit a une infinité de points
remarquables (au sens restreint). On peut supposer que c'est surtout parmi
les polynomes simples, de degré et de coefficients pas trop élevés, que.l'on
trouvera les points remarquables les plus intéressants.

Par exemple, en posant »= x? on retrouve le point symédian (de
Lemoine).
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Streszczenie

Wielka liczba ,,punktow osobiiwych” rozwazanych w geometrii troj-
kata nasuwa przypuszczenie, ze liczba ich jest nieskonczona, albo nawet
ze kazdy punkt plaszczyzny, wybrany na ,chybit trafil”, moze byé¢ uwa-
zany za punkt osobliwy. W rzeczywistoSci zagadnienie to nabiera sensu
dopiero po wprowadzeniu Scistej definicji punktu osobliwego. To wlasnie
jest gtownym celem tego artykutu.

Rozrozniamy punkty osobliwe w sensie szerszym i punkty osobhwe
w sensie weziszym. Kazdy punkt tej ostatniej kategorii zwigzany jest
z pewnym wielomianem ¢(x,y,z) jednorodnym, o wspoétczynnikach catko-
witych. Odwrotnie, kazdy wielomian @(x.y,z), czynigcy zado$¢ pewnym
warunkom, okresla punkt osobliwy.

Ograniczajac z gory stopien wielomianu i bezwzgledng wartos¢ jego
wspolczynnikow, mozna zaciesni¢c dowolnie liczbe odpowiednich punktow
osobliwych. Okazuje sie, ze dla najbardziej pospolitych punktow osobli-
wych stopien wielomianu nie przekracza liczby 4, zas jego wspotczynniki
spelniajg nierownos¢ a, = 2.



