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Wstęp

Celem rozważań pracy doktorskiej sę problemy ekstremalne 

w pewnych klasach funkcji jednolistnych i pewnych klasach 

funkcji typowo-rzeczywistych w kole jednostkowym Kj.

Główny wynik rozdziału pierwszego zawarty jest w twier

dzeniu 1.2, które podaje równanie typu Ldwnera dla klasy 

funkcji prawie-wypukłych i pewnych jej podklas. W szczególno

ści otrzymuje się równanie typu Ldwnera dla funkcji gwiaździ

stych, wypukłych oraz dla funkcji ograniczonych np, funkcji 

quasi-gwiaździstych (twierdzenie 1.2*) wprowadzonych przez 

I.Dziubińskiego [9] i badanych między innymi w [3]. Równanie 

typu Ldwnera rozszerzono na szereg innych klas funkcji 

quasi-gwiaździstych (twierdzenia 1.7, 1.9, 1.12), a także na 

klasy funkcji quasi-gwiaździstych z ustalonymi będź znikaję- 

cymi współczynnikami.

Wykorzystujęc uzyskane równanie podano w rozważanych 

klasach dokładne oszacowania funkcjonałów

|^(z)| , arg , arg .

dla ustalonego ze (twierdzenia 

Uzyskane wyniki, przy odpowiedniej 

przechodzę w oszacowania zawarte w 

W ten sposób otrzymano oszacowanie

z V (z)
7(z)

z T(z)
f (2)

1.8, 1.10, 1.11, 1.13-1.17)

specyfikacji parametrów, 

[3] . [40] , [36] , [2-<! 

np. |f(z)|, ze Klf uia
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funkcji wypukłych i gwiaździstych z ustalonym drugim współ

czynnikiem. Interesującym Jest fakt, że oszacowania |f(z)J ,

i
zG dla funkcji — -gwiaździstych i funkcji wypukłych 

z ustalonym drugim współczynnikiem sę różne, podczas gdy dla 

całych klas funkcji pokrywaję się.

Oszacowanie arg dla funkcji quasi-gwiaździstych

pozwoliło wyznaczyć koło gwiaździstości tych funkcji.

Rozdział drugi poświęcony jest badaniu zbiorów pokrycia

(Kr) . (Kr)

F F

Kr ■ [z:|zJ<r,0<rśi^ dla funkcji F gwiaździstych i wypukłych 

z unormowaniem Montela. Wyznaczono w szczególności tzw. 

zbiory Koebego dla funkcji gwiaździstych i wypukłych innę 

metodę niż metoda użyta przez O.Krzyża i E.Złotkiewicza [16] 

w przypadku r»l. Wskazano również ich zastosowanie do rozwię- 

zywania tzw. uogólnionego problemu odwrotnego w teorii pod- 

porzędkowania funkcji.

W rozdziale trzecim zbadano klasę TM funkcji typowo-rze- 

czywistych ograniczonych, |f(z)|<M, M>1. Otrzymano między 

innymi, dokładny obszar zmienności funkcjonału [f (z)Y dla 

ustalonego z € K^ i feTM, oraz oszacowania współczynników. 

Wykazano również, że klasa TM nie obejmuje całej klasy 

funkcji typowo-rzeczywistych ograniczonych przez M.

Wyniki znane wcześniej dla całej klasy funkcji typowo- 

-rzeczywistych uzyskuje się kładęc M ------- s»oo [i], [iOj .

W zakończeniu rozdziału trzeciego podano szczegółowy

dowód wyznaczania maksymalnego obszaru jednolistności funkcji
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typowo-rzeczywistych. Wynik ten uzyskano badajęc funkcjonał

—t z1, z2€ K1# Zastosowana metoda różni się 

od użytej przez A.W.Goodmana w [l2] i zapełnia w ten sposób

występujęcę tam lukę dowodowę.

Część wyników podanych w pracy opublikowano w [i 9] , 

[20] . [2l] , [34] , [37] .
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Rozdział I

Uogólnione równanie Lównera dla pewnych klas 

funkcji jednolistnych

1. W niniejszym rozdziale wyprowadzono równanie typu 

Lttwnera dla pewnych klas funkcji jednolistnych oraz podano 

jego zastosowania w oszacowaniu różnych funkcjonałów w 

rozważanych klasach. Otrzymane równanie uzyskano w wyniku 

rozważań dotyczęcych geometrycznych własności badanych klas 

funkcj i.

Na wstępie podamy konieczne oznaczenia 1 definicje.

Oznaczmy przez 7* . O(-K/2 » n/2), 'Po »1° klasę 

funkcji p holomorficznych w kole Ki(Kr“{z: |z|< r,0<r.ilj) 

postaci

(i.i) p(z) - etc<+ PŁz + p2z2 + ... ,

spełniajęcych warunek

(1.2 ) Rep(z) > O . z 6 K±.

Przez S oznaczać będziemy klasę funkcji holomorficznych 

i Jednolistnych w postaci 

(1.3 ) f (z) - z + a2z2 + ... .

a przez Sc, s* , K odpowiednio podklasy klasy S, których
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elementami sę funkcje wypukłe, gwiaździste i prawie-wypukłe. 

Wiadomo, źe ScCLs*C7 KC s oraz

(1.4) f e Sc 4=> 1 + 2 f € P .
f \ z)

(1.5) f€ s* <=> € p

(1.6) f6K <=>\/ \/ ¿«-Z-fkeK

<*e (-1,/2,’’/2) ge S* 9Z

Funkcję gfS* występujęcę w (1.6) nazywa aię funkcję

tworzęcę dla funkcji f.
M

Ponadto przez G , M^l, oznaczać będziemy klasę funkcji 

quasi-gwiaździstych danych równaniem

(1.7) ff^ (z)) - -4" f(z) • Z6K± ,

gdzie f jest dowolnę funkcję gwiaździstę [9] .

Niech ¿T oznacza rodzinę funkcji F postaci

(1.8) F(z,t) - a^t) z+a^t}z2+... .a^t^O,zeKx,t 6 [O,oo),

holomorficznych i jednolistnych w dla każdego ustalonego 

tt [o,oo) i takich, że funkcje F i F* sę cięgłe względem t 

dla każdego ustalonego ze K^.

Definicja. Mówimy, że funkcja F6 ć? jest obszarowo 

rosnęca w kole Kr, jeżeli dla t ,te [0,°°), tit ,

F (Kr.t') C F( Kr.t").

Znany Jest następujęcy lemat.
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Lemat i.i[4], Funkcja F£ Jest obszarowo rosnęca 

w Ki wtedy i tylko wtedy, gdy

i
(1.9) Re Ft/***) > O , z6 Kx , te [0.O0).

zpz(z.t)

Definicja, Mówimy, że feTTTClS Jeżeli istnieje 

funkcja Jednolistna g,g(O)» O, taka że funkcja F dana

wzorem

(1.10) F(z.t) - f(z) + tg(z) , zeKj

Jest Jednolistna dla każdego te ¡0,©o) i obszarowo rosnęca 

w Kx.

Wprowadzona wyżej rodzina Jest analogiczna do rodzin 

funkcji rozważanych w [25] , [28],

Udowodnimy teraz następujęce twierdzenie.

Twierdzenie 1.1. 7TŁ■ K, gdzie K Jest klasę funkcji 

prawie-wypukłych w sensie Kapłana lub, co na Jedno wychodzi, 

liniowo-osięgalnych w sensie Biernackiego [5].

Dowód. Niech f6 TYŁ. Z równości (l.io) wynika, że

, » -z + t
F't(z,t) g(z) g(z)

Ponieważ rodzina TYŁ. Jest obszarowo rosnęca, to na mocy (l.9) 

mamy

(1.11) Re ‘ -Ml1] > ° ' ZćKl ’

Warunek (1.11) zachodzi dla każdego t € [o, 00), zatem
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w szczególności dla t ■ 0 i t ■ 1 ■> 00 mamy

/
(1.12) Re -ZgY^' > 0 , z fc K± ,

(1.13) Re zg^zl > 0 , ze kł .

Warunek (i.13 ) oznacza, że funkcja g Jest gwiaździsta.

Bez zmniejszenia ogólności rozważań możemy założyć, że

-Lei.(1.14) g(z) n e" z + a2z2 + (-1T/2,n/2).

Warunek (1.12) implikuje, że fe K, skęd TftCK.

Niech teraz fe K. Wtedy istnieje funkcja gwiaździsta

g postaci (1.14) taka, że

(1.15) Re -Z-g-|^Z) > 0 . Z€KŁ .

Rozważmy klasę funkcji F danych wzorem (l.lO), gdzie f£ K, 

a g Jest funkcję tworzęcę dla funkcji f.

Można zauważyć, że dla każdego te [o, 00) funkcja

F(z.t) - f(z) + tg(z)

Jest funkcję Jednolistnę, Jako że Jest prawie wypukłę, bowiem

( 1.16) Re S£żlZ/t) 
9(2)

Re zf (z) 
9(z)

+ tRe
9(2)

>0 z€ K,

Warunek (1.16) oznacza Jednocześnie na mocy lematu 1.1 

obszarowę monotoniczność rodziny funkcji F, bowiem 

g(z) ■ Fti2«*)» Stęd fe*)!T(,i co kończy dowód

twierdzenia.
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Twierdzenie 1.2. Funkcja f G TYL wtedy i tylko wtedy, 

gdy da się przedstawić w postaci

gdzie h Jest rozwiązaniem równania

Dowód. Udowodnimy najpierw, że warunek występujący 

w twierdzeniu jest konieczny. Załóżmy, że f ę TTt. 

Rozważmy funkcję

(1.19) h(z.t) - F’1 [F(z,O),t] .

gdzie F dana Jest wzorem (1.10).

Z(1.19) otrzymujemy

(1.20) F fh(z,t) ,t] - F(z,O) - f(z) .

Różniczkujęc (1.20) względem t otrzymujemy

'1 2i) 3F[h(z,t) ,t] # J>.h(z,t) 7>F[h(z,t) ,t1„. .
‘ ' T)h(z.t) 7>t ^t

Uwzględniajęc (1.10) i (1.2l) otrzymujemy

(1.22)
^h(z,t) - h (z.t)

7)t ^f[h(z,t)1

h(z.t)
Oh(z,t)

g[h (z.t)] g[h(z,t)]
+ t

co na mocy twierdzenia 1.1 implikuje (1.18).
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Spełnienie warunku początkowego h(z,O) ■ z wynika z (i.19). 

Wykażemy teraz, że każda funkcja fę 7K da się przed

stawić wzorem (1.17), gdzie h jest rozwięzaniem równania 

(i.18). Zauważmy najpierw, że h^(O,t) = (l + te^/1, co

jest konsekwencję równości ^F[h(o t) t] -tot
3 h (Ó, t)' « 1 + te .

Ale ze wzoru (l.2O) mamy hz(O,t) ■ f (0)tf1

skęd wynika a^(t) ■ (1 ♦ te )

□ednolistność funkcji h(z,t) dla ze i każdego te [o,o»)

oraz warunki lim hz(o,t) = 0 i h(O,t} ° 0 implikuję na

mocy twierdzenia Hurwitza

(1.23) h(z,oo)= lim h(z,t) ■ 0 . 
t—>09

Z równości (l.2O) i (l.iO) otrzymujemy 

(1.24) f(z) « f[h(z,t)] + tg[h(z,t)]

kładęc t oo w (i.24) otrzymujemy

lim f(z) ■ lim f[h(z,t)] + lim tg[h(z,t)l 
t—*oo t—*oo t—>oo

lim t[e h(z,t) + + •••] “
t—■»CO

lim (i + tettŁ)h(z,t) 
t—->oo

-ioC
----- + -------- . h(z,t)+.

-bet -Ldli+t e i +t e
— bOLk

lim (1 + te )h(z,t) , 
t—+OO

co kończy dowód warunku koniecznego.
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Wykażemy teraz, że warunek jest dostateczny.

Niech h będzie rozwiązaniem równania (1.18) z warunkiem

początkowym h(z,o) ■ z i niech f(z)= lim (l+te** )h(z,t).
’ t—

Wykażemy, że fcTU . Z dowolności funkcji i

P2eP wynika, że istnieje taka funkcja gwiaździsta 

g(z) = e z + A2z2 + ... i f€ K , że

h(z,t)
(1.25) P1[h(z,t)]

^n(z.t)

g[h(z,t)]
P2[h(2.t)] »

h(2 t)5> sfefcf*)]

g[h(z,t )]

Podstawiajęc (1.25) do(l,18) otrzymamy

ł-26> )ł] = o.

Można zauważyć, że równanie (1.26) może być otrzymane 

w wyniku różniczkowania względem t równości (1.20), gdzie F 

dana jest wzorem (l.lO). Dowód faktu, że F(z,t) jest jedno- 

listna i obszarowo rosnąca jest identyczny jak w twierdzeniu 

1.1. Zatem f € OfTt » co kończy dowód twierdzenia.

Rodzina TYt zdefiniowana wyżej jest identyczna z klasą 

funkcji prawie-wypukłych (tw.l.l) w przypadku,gdy g jest 

funkcją gwiaździstą postaci (1.14). Odpowiedni dobór funkcji 

gwiaździstych g generuje inne znane klasy funkcji jedno- 

listnych.
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Przykłady:
* •

a) jeżeli ge S*. toTTt Jest podklasę funkcji prawie wypukłych 

otrzymanę w [2] . W tym przypadku P^C Ti p2 e V :

b) Jeżeli g(z)sz, to 7TL jest klasę funkcji z ograniczonym 

obrotem (Re f(z)> 0, ze K^). W tym przypadku P^G 

P2(z)S5l!

c) jeżeli g(z) « z f(z) , to *Tit ■ Sc. Wtedy P1 (z) = 1, P2€'f5 ;

d) jeżeli g(z) ■ f(z), to'Tft - S*. Wtedy Pj^ - P2£?P ;

1
e ) jeżeli g (z) ■ z(li£JL) *" P , toTTtjest klasę funkcji

fi -gwiaździstych ( 0 £ 4 l) , t.j. spełniajęcych warunek
1

(1-27) Re > (3 . ZC K±

f ) jeżeli g(z) « f (z) z f (z)
f (z) , 0^7 — 1, toTK jest klasę

funkcji -wypukłych wprowadzonych w [25] ;

9 )Jeżeli 9<z> ■ ”xp J (hwt11 ♦

7 f[Ó,l] » TH jest klasę funkcj i *7*-gwiaździstych

dz
z

wprowadzonych w [22].

Analogicznie jak w przypadkach a)- d) również w przypad

kach e) - g) funkcje P^ i P2 występujęce w równaniu (1.18) 

muszę być stosownie dobrane.

Innym ważnym przykładem rodziny Tfljest klasa GM funkcji

quasi-gwiaździstych. Można zauważyć, że definicja (1.7) klasy 
M -

G może byc podana za pomocę podporzędkowanla, bowiem warunek 

(l.7) jest równoważny
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(1.28) f (z) , MM , f€ S* ,

gdzie —i oznacza relację podporzędkowania [ll] .

Zatem jeżeli przyjmiemy, że w (1.10) f€ S* i g«f oraz

tę [o,M-l] , to rozwięzania równania (1.18) dla t ■ M - 1

będę funkcjami quasi-gwiaździetymi.

W tym celu wygodnie Jest sformułować twierdzenie 1.2 dla 

Mklasy G w następujęcej postaci.

Twierdzenie 1.2?. Funkcja 4*6 GM(M=eT) wtedy i tylko 

wtedy, gdy da się przedstawić w postaci

(1.29) S’ (z) - h(z,T) .

gdzie h(z,t) jest rozwięzaniem równania

(1.30) ■ -h(z.t) P[h(z,t)] . OitiT

z warunkiem poczętkowym h(z,0) = z, gdzie P€ .

Podamy obecnie zastosowania twierdzeń 1.2 i 1.2 .

□ako pierwsze zastosowanie podamy oszacowanie If(z)| dla

ustalonego

Niech

ze i f zmieniajęcej się w klasie Sc.

f€ S . Wtedy na mocy twierdzenia 1.2

(1.31) f(z) «= lim (1 + t)h(z.t) , 
t—>oo

gdzie h Jest rozwięzaniem równania

(1.32) ^hCz.t) h(z,t)
•at i ♦ t p[h(z,tj]

z warunkiem poczętkowym h(z,O) » z i P e "p
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Równanie (1.32) można zapisać w postaci

(1.33) log h(z,t) = -^1 + t p[h(z.t)])’1

Stęd, porównujęc części rzeczywiste w (1.33), otrzymujemy

t1’34) “3THT “ “ | h, ReO(hy '

gdzie h » h(z,t), d | h | = 7)|h (z, t)| , dt ® "dt, Q (h) » [l+tP(h)] “1 

Znane oszacowanie dla ReP, gdy PęFdaje

[1 *1 * Re Q<h)i *1 TTTEp; •

co dowodzi następującego twierdzenia.

Twierdzenie 1.3. □eźeli h « h(z,t) jest rozwięzaniem 

równania (1.32), to

1- Ihl + t (i-» Ihl) 4 dt £
ihi (i- ihn ~ ~

1+ |h| + t (l- Ihl)
■ ■ ■|h|-(r+-|hr)—

Nierówności (l.35) sę dokładne, a znak równości ma miejsce, 

gdy funkcja P ę T3 występujęca w równaniu (1.32) ma postać

p(h) - 1 ł h e—; . fe (-n,n] ,'P - ar3 h(z,t) .

1 - h e

W dalszym cięgu mamy

Twierdzenie 

równania (1.32),

1+ Ihl( 1.36)

1.4. Dożęli

to

1 (1* Ihl)2
~ Pi

- h(z,t) jest rozwięzaniem

t 6- 1- lh| . 1
W" +W

h

.ś

gdzie r « Jz| < 1.
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Dowód. Wykażemy lewę stronę nierówności (l,36).

Z (1.19), (l.23) i (1.34) i definicji funkcji Q wynika, że 

t ■ t(|h|) Jest funkcję malejęcę od 00 do 0, gdy |h] €(0,r]. 

Połóżmy x ■ |h|. Wykażemy, że

(1.37) t(x)>z't(x) , xc (o,r]

gdzie V spełnia równanie różniczkowe liniowe

(1.38) t (x). . 1+

z warunkami*^ (0) -00 , (r) ■ 0.

Niech (x) * t(x)-'Y(x). Bioręc pod uwagę (1.35) i (l.38) 

otrzymujemy

(1.39) ą,'(x) < 4 (x) -1^.

Załóżmy, że nierówność (1.37) nie zachodzi. Wtedy 

istnieje xQ6 (0,r) takie, że Ó (xj < 0. Z cięgłości & 

wynika istnienie x^ę (xQ,r) takiego, że (x)< 0 w prze

dziale [xo»xi) 1 $ (xi) ■ 0. Niech x*€ (x0’xi)’ Całkujęc 

stronami nierówność (1.39) w przedziale (xo*x*)« otrzymujemy

Gdy x* » x1# to^(xQ)^ 0, gdyż & (Xj) - 0, co Jest 

sprzeczne z przypuszczeniem, że <§> (xQ) < 0.

Tak więc udowodniliśmy (1.37), a tym samym prawdziwość lewej 

strony (1.36). Dowód prawej strony nierówności (1.36) Jest
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analogiczny. Dokładność (1.36) wynika z dokładności ( 1.35). 

Mnożęc teraz stronami (1.36) przez Jh| i wykorzystując

fakt, że

lim t h(z,t) ■ lim (l+t)h(z,t) - f (z^ € Sc , 
t—>oo t—>oo

otrzymujemy następujące znane twierdzenie ¡24] .

Twierdzenie 1.5. ¿Jeżeli f 6 Sc, to

(1‘40> 1+r * lfCz)l ~ T^r • 1*1 " r<1-

Znaki równości w(1.40)zachodzę tylko dla funkcji postaci

f (z)
1 + £ z El = 1.

□ako zastosowanie twierdzenia 1.2 podamy oszacowanie

arg ^r~((|2’j" dl0 ustalonego z € i f € GM.

Twierdzenie 1.6. Oeśli f€ G^, to

1- lf fz)l 1 + r(1.41) |arg -2-U2l| 4 log ¿zJ.UgJ1.
' * ' ¡ary r ( 2) | 1+ j f (2)j TTp |z| <1.

Dowód. Równanie (1.30) jest równoważne układowi równań: 

d log h(z,t) ■ - Re P[h(z,t)] dt 

d arg h(z,t) » - Im P[h(z.t)] dt .

stęd otrzymujemy

d arg h(z,t) » Repfe(z,ft)j ' d lo9|Mz.t)| 

i



♦
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, Imfp[h(z,t)] + h (z, t) P[h (z,t)]\
d arg h (z,t) = -5“------------------- ------------------------------- — d loglh(z.t)

z Re p[h(z,t)]

Z powyższych relacji mamy

, t) Im [h (z, t) p [h (z, t)]^
(1.42) d arg

h (z,t) Re p [h (z,t)]
d log |h (z,t)| .

Z założenia wynika, że fc GM. czyli P6 7^ •

Stosujęc wzór Riesza - Herglotza

2H
f 10 r

(1.43) P(f) « J -G-ió+ u d yw.(e) . £ c- K

o e - T

gdzie jest funkcję niemalejęcę w [o,2TT] i j d yx(G) 

ot rzymujemy

(1.44) Re P[h(z,t)] = j

2fi

2H

l-x
1+ X - 2x cos^

yju(6)

oraz

2H
z . r #r 1 f 2x(l-x2) sin^F
(X.45) -J .

gdzie x »|h(z,t)| , h(z,t) ■ xei'^,,'V «»'f - e, |z| ■ r.

(1.46)

Z (1.44) i (1.45) otrzymujemy

2iT 2iT
-x- . 2x{l-x2) sin^

2x cos*^

zii zi
- 5 i W

(l+x2-2xcos‘4/)2

1.

Ju.(e) -

/ 2x r i - X-
l-x2 J 1+x2-2:2x cos^K

d/A(6) .

211
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Z (1.42} 1 (l.46) wynika

(l.47) • •% d log x<d arg fczAzx.t) L _ —S2S_. <j iOg x #
l-x^ h(z,t) l-x*

' i
Całkujęc nierówności (1.47) w przedziale [0,t] i.korzy- 

9tajęc z warunku początkowego h(z,O) » z, otrzymujemy(l.4l).

Oszacowania (1.41) sę dokładne, a funkcja ekstremalna 

dana jest równaniem (1.7), gdzie f spełnia równanie

zf*(z)

f (zł

Qi(S’-V(xi') x _ e + z
eHS’-'V(xl) _ 2

gdzie (x) « arc cos — -*■», a i x -lh(z,t)| sę
l+x^

ustalone.

Wniosek. Wykorzystujęc oszacowanie (l.4l) i oszacowanie 

|f (z)| dla fę GM [3] , otrzymujemy

___zf (z)
arg "hTT log<

M
Ostatnia nierówność implikuje, że każda funkcja klasy G 

jest gwiaździsta co najmniej w kole

zl <
- hY6" “ h) ~(i ~ h + eK)

1-e1

Dokładny promień gwiaździstości klasy GM nie jest znany.

2. Wykorzystujęc definicję klasy GM danę wzorem (1.7) 

można za pomocę różnego doboru funkcji gwiaździstych, otrzy-
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mać odpowiednie podklasy funkcji quasi-gwiaździstych.

Zajmiemy się niżej niektórymi z nich i w tym celu 

wprowadzimy dalsze definicje i oznaczenia.

Niech H oznacza danę funkcję holomorficzne i Jednolistnę 

w , odwzorowujęcę na obszar zawarty w prawej półpła- 

szczyźnie, tj. H(0)« 1, Re H(z)>0, zg K^.

Przez S*(H) oznaczać będziemy klasę funkcji f postaci 

(l.3) holomorficznych w i takich, że 

1.48) _££&._ H(z> dla

Znak —f oznacza, że funkcja jest podporządkowana

obszarowo funkcji H, tj. istnieje funkcja w holomorficzna 

w Kt i taka, że w (O) « O, |w (zł | < 1 i -^7—- - H (o(z)) .

Znane sę następujęce przypadki klasy S*(H) ;

a) Jeżeli H odwzorowuje K* na prawę półpłaszczyznę, to 

S*(H) « S* ;

b) Jeżeli H odwzorowuje na półpłaszczyznę ReW>jł,

O ¿p 4 i, to S*(H) jest klasę funkcji {3 -gwiaździstych 

(1.27) ;

c) jeżeli H jest odwzorowaniem koła na kęt

: |arg w | < (3 V2 , O < (3 4 lj , to S*(H) Jest klasę 

funkcji (3 -kętowo-gwiaździstych [33] ;

d) Jeżeli H jest odwzorowaniem koła na obszar ograniczony 

krzywę IaI » (^"0^ 6 * e ^/2 • 0 Z 1
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- to S*(h)« S*(T,(3) [38] .

j

Inne przykłady klasy S*(h) można znaleźć w [34],

Definicja. Będziemy mówić, że jest funkcję H-quasi- 

-gwiaździstę, jeśli spełnia równanie (1.7), gdzie f jest 

dowolnę funkcję klasy S*(h) a M ustalonę liczbę M > 1.

Klasę funkcji H quasi-gwlaździstych oznaczać będziemy 

przez GM(h).

Oznaczmy przez HP(h) klasę funkcji p holomorficznych 

w K^, takich że Re p(z)> O, p(O) = 1 i p(z)-łHlz) , z C- Kx, 

a przez'"'P(h) klasę funkcji P ■ 1/p, gdzie pe^tH).

Udowodnimy następujęce twierdzenie.

Twierdzenie 1.7. Funkcja H3 £ GM(h), M -eT. wtedy i tylko 

wtedy, gdy da się przedstawić w postaci

(1.49) (z) ° h(z,T) ,

gdzie h(z,t) jest rozwięzaniem równania

(1.50 ) o - h(z.t) Pfh(z.t)] , 0źt4T,

z warunkiem poczętkowym h(z,0) »z i P£ |°(h) .

Dowód. Niech fi SMfH) generuje 6Gm(h),h - eT. tj.

f[YW] ■ e'Tf<zl
Rozważajęc równanie (1.7) z h = h(z,t) , M=e , t^O, 

otrzymujemy

(l.Sl ) f[h(Z,t)j - •
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Skęd po zróżniczkowaniu względem t mamy

(l.52) 7)f 7>h
"TF? * Tjt

- e’tf(z).

Dzielęc (1.52) przez (1.51) otrzymamy
11

Z założenia f€ S*(h) wynika że p(w) ■ ¿^(h) ,
•IW)

lub P (w) • “pfwj“ ?P (H) , co oznacza, że jeśli £GM(H),

to (z) ° h(z,T) , gdzie h spełnia równanie (1.50).

Załóżmy teraz na odwrót, że funkcja h(z,t) spełnia

równanie (1.50), gdzie P<-?p(H). Istnieje zatem funkcja 

P = pr ę V iH) , że

P'“' '

gdzie f 6 S*(H). Z (1.50) mamy

(l.53) f [h (z,t) ]
of[h(z,t)l

TH

Po rozdzieleniu zmiennych w (l.53) otrzymujemy

‘dfjbfc.t)]
V[h(z.t)] - 7>t

Całkujęc stronami powyższę równość w przedziale [o,T] 
i wykorzystując warunek poczętkowy h(z,0) = z, otrzymamy

log f[h(z,t)l
h(z,T)

« - t
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skęd

f^h(z,T)) - e“Tf(z) .

Tak więc (z)» h(z,T)£ GM(H^, co kończy dowód twierdzenia.

Następujęce twierdzenie stanowi zastosowanie twierdzenia

1.7.

Twierdzenie 1.8. Niech S5 £ GM(h), gdzie

(i. 54) H(z)=

Wtedy

(1.55) jargVŁiSŁ

lzl

x - | h (z, t) | , T » log M .

2P,9f

[(i-Tl-irf- ♦?] • o iT < i. -"/2 P ź1T/2.

arc sin
2x

1+x2+ 3??(1-x2)

dx

x

Dowód. Każda funkcja f€ S*(h), gdzie H dana jest 

wzorem (l. 54) spełnia równanie

, "/2(J

PW. mi-rŁ .
1 - o

gdzie p ę .

Równanie (1.50) w rozważanym przypadku można zapisać w postaci 

następujących równań:

=2jg
d log|h(z,t)| - - Re P n (h(z,t)) dt

(1.57)

d a rg h (z, t) ■

-2 (3
- Im P 11 (hfz.t) ) dt ,
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gdzie funkcja P spełnia warunek ReP(z)>X , zęK^

Z (l.57) otrzymujemy

(l.58) d arg h(z,t) ImP.S/h d log|h(z,t)|

RoP ” (h(z,t))

- - tg SA^arg P[h(z,t)]^ d log|h(z,t)| .

Wykorzystując dobrze znane oszacowanie [4]

arg P[h(z,t)]| 4 arc sin
1 + X^+

2x
2" . x -|h (z.t)| ,

w (i.5<3) i scałkowaniu otrzymanej nierówności w przedziale 

[o,t] , otrzymujemy (1.55).

Nierówność (l.55) jest dokładna, przy czym funkcja ekstremalna
I .

4* dana Jest wzorem (l.7), gdzie f spełnia równanie

z
¿flŹL „ [ l+,(l-,2T)iz 1 

f (Z) L 1-lZ 1

będź

zf (z)
* (2)

1- (l-2T)iz
1 + tz

ty

w zależności od tego czy realizuje kres dolny czy górny 

erg^SL.

Wniosek [3]. Kładęc w (l.55) P ■ i 'T ■ 0, mamy 

(1.59) |Brg log-ł=JlijiL • . r-|z|<l.



.í

. V .0 •
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Wniosek [40] . Kładęc w (1.55) p - n/2 i f , mamy

H* (2)(l.eo) arg Z. arc sin r - arc sin J'-P<z')| ,

czyli oszacowanie arg^—^Ł dla funkcji guasi-^-gwiaździs- 

tych.

Uwaga. Interesujęcym wydaje się fakt, że w przypadku

M -------- >oo oszacowanie (l.59) nie jest dokładne w klasie S*,

podczas gdy (i.50) dla M -------- >oo jest dokładne w klasie

funkcji 1/2-gwiaździstych a nawet dla klasy Sc [24] .

3. Podamy obecnie inny niż wyżej sposób generowania 

pewnych klas funkcji quasi-gwiaździstych.

m

Definicja. Będziemy mówić, że S’ GM , M » eT ,

£ (-l.il jeśli spełnia równanie (l.7), gdzie zf(zł , .
r (z) -

oraz
2ir

p (z)
i+ze-i0

1-mze
zre .(1.61)

Funkcja yw. w (l.5l) jest niemalejęca w [o,2fi] i spełnia 

21T
warunek j d yU.(O) » 1. 

o

Zauważmy, że GM {l} « GM .

Dla klasy funkcji danych wzorem (l.6l) prawdziwy Jest

następujęcy lemat.
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Lemat 1.2. Oeśli funkcja p dana jest wzorem (l.6l), 

to ReP(z) - Re , z 6 l<x.

Dowód. Połóżmy x ° Rep(z), y ■ Imp(z).

Wtedy

RePiz) - Re p (z) 2 2 x +y

Należy więc znaleźć min ■ %,X—g , gdy x i y zmieniaję się 
x+y

w kole
c.

' y . (l_ra2r2): , izl « r < 1 [26]

Wykonujęc elementarne obliczenia otrzymujemy

x
min —2—- 

x+y

[l+ (l+m) r+mr^ ] (l-m2r2)

2[l+ (l+m) r+mr2 ] (l+mr2) - (l-r2) (l-m2r2)

Zatem w całym kole K. mamy min ■ ?X w t co kończy
x +y 2

dowód lematu.

Dla klasy GM[m], w analogiczny sposób jak dla klasy 

GM(h), można sformułować następujęce twierdzenie.

Twierdzenie 1.9 [37] . Funkcja ¥ 0 GM(m]j , M «» eT, 

m( (-1,1] wtedy i tylko wtedy, gdy da się przedstawić 

w postaci

(1.62) Lf(z) = h(z,T) ,

I
gdzie h(z,t) jest rozwięzaniem równania

^h(z.t)
t

(1.63) - h (z, t) P[h(z.t)] . 0£t£T ,



»51

.

*
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z warunkiem początkowym h(z,O) ■ z, gdzie P(0)» 1,

ReP(z) > , z € Kj .

Twierdzenie 1.9 pozwala oszacować:
arg^F-l i

I

,Z^T^" dla U9talone9° z € Ki i fś GM(ml| .

Twierdzenie 1.10. Niech 6 GM[m}. Wtedy dla |zl« r<l

(1.64) arg W.

lo9 TT
liZjL . l+r 
^(2)1 —

arc sin r - arc sin|'f(z')|

dla m»l

dla m=0

(l+m)[H(arc sinl^Plz)! ,m)- H(arc sin r,m)] 

dla m / 0 i m # 1,

gdzie H oznacza całkę eliptycznę I rodzaju.

Dowód. Niech Y C- GM{m}. Wtedy na mocy twierdzenia 1.9

mamy

d arg h(z.t). ¡gpfcfcjfl d log|h(z,C| .

gdzie P(0)« 1. ReP (z) > , ze^ .

Wykorzystując wzór Herglotza dla funkcji o części 

rzeczywistej dodatniej nietrudno wykazać, że

(1+m)x ImP[h(z,t)] (l+m)x

R«P[hfe,t)] ^(l.mx2)2. (l.m)2x2

x a|h(z,t)| , co implikuje



, 1 >»*«.» »Ib .««dr--- 9»tu
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(l+m)x d log x -(l+m)x d log x
. 4 d arg h(z,t)< —

\J(l-mx2) 2- (l-m) 2x2 ^(l-mx2)2- (l-m)2x2

Całkujęc ostatnię nierówność w przedziale [o,t] i 

wykorzystując warunek poczętkowy h(z,O)» z otrzymujemy

R(z)

d x
------------------------- - ,<arg
\j(l-x2)(l-m2x2f

4 - (i+m)

1*1

^(l-x2)(l-m2x2)

7 (z) d x

co implikuje (i.64).

Funkcja ekstremalna ¥ dana jest wzorem f('f(z)) ■ rj f (z) , 

gdzie ’

Zf'(z) (l-mz2)2- (l-mf z2-i,(i+m) z \/(l-mz2)2- (l-m) 2z2

(l+z2) (l-mz2)- 2 (l-m) z2

gdzie znak + odnosi się do lewej strony (l.64),a znak - do 

prawej.

Twierdzenie 1.11. Niech G GM{m],. Wtedy

cę\ 1+m lS*(z)l t 1-r IzS^z)
' • ' 1- * 1+mr " 4* (z)

z (z)I 1+mr , |
TTmpKz)]” * 1-r ’ r < 1.

Dowód. Różniczkując (1.63) mamy

(1.66) d log|hź(z.t)| -^1 ♦ —j d log|h(z.t)|

Ze wzoru Herglotza dla funkcji spełniajęcych warunek P (0) = 1,
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1 m
Re P (z) > , z(Kj , otrzymamy

2iT

(1.67) Re Pff)
l-mlf| 2-(l-m)|?| cosY d
i+iri2- 21^1 cos^y

yuu(©)

2H

(1.68) Im Pff) ■i

1+ W < 2 Ifl cosY
/x(0)

(l+m) IYI sin Y

gdzie Y 1-0 , arg^ i yu. jest funkcję niemalejęcę

w przedziale [o,2ll] taką, że yu. (2TI) - yA(O) = 1.

Stęd
211

{/ 1 1+mh (z,t) P [h (z,t)J j « —.
2x[(l+x2) cosY -2x] 

2
(l+x2-2x cosY)

lyU.(0)

co razem z (l.66) - (l.68) daje

(1.69) 1 + (l+m)x
1- (l-m) x-mx2

d log x i d log | h2 (z, t') | 4

(l+m) x
1 - 1- (l-rn)x-mx2

d log x .

Całkujęc fl.69) w przedziale [o,t] i wykorzystując

warunek początkowy hfz,O)= z , otrzymujemy 

ł*f(z)|
log x + log|—| £ log|^(z)|

lzl

lQ9 x - log U^
k(zV:

1*1
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skęd

l*P(z)l (l+ml?(z)l) 1-r z ^(z)! z. W(z)l (l-W(zll) lłtnr
l-|'f(.z)| r (1+mr) " 1 l+m|¥(zH r(l-r)

Funkcja ekstremalna S* w (l.65) jest wyznaczona przez równ. nie

^(z) 1 z

(l—'f(z)) 1+m M (l-z)1+ra

wprzypadku oszacowania od dołu i przez równanie

’flz) i z
(l + YCz,) 1+m " (l+z)1+ffl

w oszacowaniu od góry.

Dla m=«l otrzymujomy odpowiednie oszacowanie da funkcj 

quasi-gwiaździstych [3].

Równanie typu Lćwnera (1.18) pozwala również wprowadzić 

klasy funkcji jednolistnych z ustalonymi lub zerującymi się 

współczynnikami, a równanie (1.18) łęcznie z (1.7) analogiczne 

klasy funkcji quasi-gwiaździstych. Wystarczy założyć, że 

funkcje P^ i P2 w równaniu (1.18) lub funkcja f w (1.7) tnajf« 

ustalone, będź zerujęce się współczynniki.

Wprowadzimy Jeszcze następujące oznaczenia:

Sb ę S oznacza podklasę funkcji wypukłych z ustalony* 

drugim współczynnikiem, t.j. klasę funkcji f postaci

(l.7O) f(z) ■ z + bz2 + a3z3 + ... , O^bśl ,



/



natomiast "p bC podklasę funkcji 2 częścig rzeczywistg 

dodatnig postaci

(1.71) p(z) - 1 + 2bz + p2z2 + ... , Oib4l ,

Q
Dla klasy można sformułować następujgcy analogon 

twierdzenia 1. 2,

Q
Twierdzenie 1.12. Funkcja f£ wtedy i tylko wtedy, 

gdy da się przedstawić w postaci

(1.72) f (z) « lim (1 + t)h(z,t) ,

równania

1_______
7>t ' ' l+tP[h(z,t)]

z warunkiem poczgtkowym h(z,O)» z, a P £ ?P

t—*00

gdzie h(z,t) jest rozwigzaniem

(1 73 'i « - h *\

Jako zastosowanie twierdzenia 1.12 podamy oszacowanie 

|ffz)| dla ustalonego z C i f 6 .

Wykażemy najpierw następujgcy lemat.

Lemat 1.3. Niech h ■ h(z,t) będzie rozwigzaniem 

równania (1.73) , gdzie P6"Pb. Oznaczajgc “d|h(z,t)| » d|h| 

"Dt » dt, mamy

(1.74)
l+2b|h|+ |h|2 

1-|h|2

dt
4 .C. «. 

dlhl

l[ l-|h|2
— 1 + t—————.
|h[[ l+2b|h|+|hf

Dowód. Niech h h(z,t) będzie rozwigzaniem równania

(1.73) .
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Oddzielając w (i.73) część rzeczywistą i urojoną, otrzymamy

(1.75)
dt

dlhf

1

|hj Re Q(h)

gdzie Q(h)»(l+t P(h))“1 i PśTfa.

Wykorzystując fakt, że obszarem zmienności funkcjonału 

{P(z)1 , ze Kj i jest koło |w-A,4R [32], gdzie

(1- lz| 2) (1- izi 2+t2bImz ) + 2 |z| 2 (l-b2)
A = ..................................................................... »■ 1 1 11 1 11 .. .i. . 1

(i-tz|2) (l+lzl 2- 2bRez)

(1.76)
2|z|2 (l-b2)

R a -
(1- Izl 2) (l+lzl2- 2b Re z')

widzimy, że obszarem zmienności funkcjonału

gdzie

[(l+t P(z))”1] , z 6 Kx i PcT^b jest koło |w -AQ| ś R

i.77)
i + t A

A
t R

0 |l+tA|2-t2R2 ' '° |l4tA|2-t2R2

Stąd otrzymujemy

ReA + tR(l.78) 4 Re Q(h)Z.
|l+tA|2- t2R2 * |l+tA|2- t2R2

co po prostych przekształceniach daje 

-1

(1.79) 1 + t l+2b lz| + 121
1- lz|

< Re Q(h)£ 1 + 1- Izl
l+2b Izl + Izl 2

-1
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Nierówność (l.79) jest dokładna. Znak równości z lewej strony

ma miejsce dla funkcji p (z) . l+2bz+j£ w punkcle z-r.
l-z*

1-z2
a z prawej strony dla funkcji P (z) ■ --------------w punkcie z«-r,

l-2bz+z

Wzór (1.75) i nierówności (1.79) implikuję (1.74).

Mamy teraz jako konsekwencję udowodnionego wyżej lematu,

następujęce

c
Twierdzenie 1.13. Oeźeli f£ S, , to 

b

(1.80) l-b‘
arc tg

l+br
|f (z)| $(r) ,•

gdzie

§ (x) i (l-t)lłb(l*t) 1-t> ■

o
t

Oszacowanie (l.8O) jest dokładne, a znak równości ma miejsce

dla funkcji 
z
Cl lr z+b b

f. (z) » -------------- «■ dt - ——------ ■ ^arc tg ---------------  a r c t q—.......
J l-2bt+t
0

\(i-b2

C
M

1

T-l

C
M_Q1

t4

przypadku oszacowania z dołu, oraz dla funkcj i

z
r -1

f2<z> ’ J [i1'

0

■t)lłb (1«) l-b]
dt

przypadku oszacowania z góry. W obu przypadkach równość

zachodzi w punkcie z=r.

Dowód. Niech Wtedy na mocy twierdzenia 1.12
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f(z) » lim (l + t)h(z,t), gdzie h« h(z,t') jest rozwiązaniem 
t—

równania (l.73).

Całkujęc nierówność (l.74) i wykorzystując warunek 

poczętkowy otrzymujemy

(l.8ł)
l+2b|h|+|h|2 f... . r+b .. . Ihl*b 1

|h| \Jl-b2 Vi-b2

<
.ihi')lłb(i*ihn1-b

TT
$ - $ (|hl)

-1
lłb(i+t)1-b] dt . bt [0,1] .

Wykorzystując fakt, że lim j h (z, t) | ■ O 
t—>oo

■ ]f (z)| , fę , otrzymujemy nierówność

i lim (l+t)]h (z,t)|- • 
t—>co

(i. 80) z (1.81).

Dokładność oszacowań (l.8O) wynika z dokładności (1.74).

Kładęc w (l.8O) r —> 1, z oszacowania od dołu otrzymu- 
c

jemy promień koła pokrycia w klasio S .
b

c
S

b
Wniosek. Promień koła pokrycia w klasie równa 3ię

1
...--------- -- arC tg

Kładęc w (l.8O) b»l lub b=0 otrzymujemy odpowiednio 

dokładne oszacowanie modułu funkcji wypukłych i modułu funkcji 

wypukłych nieparzystych.
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Obecnie podamy oszacowania rozważanych funkcjonałów 

dla funkcji quasi-gwiaździ9tych generowanych przez funkcjo 

gwiaździste z ustalonym drugim współczynnikiem będź zerującymi 

się początkowymi współczynnikami.

W tym celu oznaczmy przez S klasę funkcji

holomorficznych i gwiaździstych postaci

(1.82) f(z) ■ z + 2bz2 + a3z3 + ...

gdzie b jest ustalone, bC [o,l] .

Niech dalej GM[b] oznacza klasę funkcji S’ guasi-gwiaździ- 

stych danych równaniom (1.7), gdzie f<- . Funkcja S’£ GM[b]

ma rozwinięcie

dL 1 1(1.83) ?(z)= - z + 2b (----------- )z2 + ... , zfK. .
M X

Udowodnimy następujęce twierdzenie.

Twierdzenie 1.14. Gęśli € GM[b] , to dla lzł» r<l mamy

(1.84) ____________K<z)l_________  41 r

(l- |?(±)| )1+b(l+lY(Z)|)1-b "m (l-r)1+b(l+r)1“b

oraz

(1.85) i r 4 l^wl .

H l+2br+r2 1+251^(2)1 +1 (2) | 2

Znaki równości w (l.84) i (l.85) sę realizowane odpowiednio 

przez funkcjo 'f dane równaniami
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(l.86) 1 z
dla z=r,

z v ¥(2) 1 z
(1.87) ---------------------- 5------ - - -------------- -  dla z- -r

l-2b?(z) + <-C (z) M l-2bz+z^

Dowód. Niech 6 GM[b], M»eT. W rozważanym przypadku 

podobnie jak w twierdzeniu 1.2Z.

- h(z,T) ,

gdzie h«h(z,t) jest rozwiązaniem równania

(l.88) = - h(z,t)P[h<z,t)] . O$UT.

a Pfz)- 1 - 2bz + ... , be [o,l] , z € Kx .

2 równania (l.88) mamy

d log|h(z,t)| ■ - Re P[h(z,t)j dt.

Ale

l-|h|2

l+2b |h| + }h| 2
4 Re p[h(z,t)] £

l+2b|h|+|h|2 

1-Ih|2

zatem

l*2blh,l^l,hl2 iog|h(Zjt)| 6 

l-|h|2
1- lh|

l+2b | hl + | h|

Całkujęc ostatni? nierówność w przedziale [o,t] i 

uwzględniając warunek h(z,O)= z i h(z,T’)° ^(z) , otrzymujemy 

(1.84) i (1.85).



»

■ ■
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Wniosek. Kładęc M ■" ■> oo wtedy (MS’-—f 6 

i wykorzystując (l.84) i (l.85), mamy dla f €

|f(z)|(i.89)
l+2br+r‘

r »1 zl < i.

Nierówności (i.89) sę dokładne i zostały otrzymane w inny 

sposób w [36] .

Kładęc b»l lub b»0 można otrzymać odpowiednio z (i.84) 

i (l.85) oszacowania 1 *P(z>| dla funkcji quasi-gwiaździstych 

i quasi-gwiaździstych z a2“O. Ostatnie oszacowanie jest 

dokładne dla funkcji quasi-gwiaździstych nieparzystych, Jako 

że funkcja ekstremalna jest nieparzysta.

Rozważmy jeszcze (ze względu na porównania^ klasę funkcji 

Gl/2^]• klasę funkcji quasi-1/2-gwiaździstych danych

równaniem (l.7), gdzie f jest funkcję i/2-gwiaździstę postaci 

(l.7O). Mamy następujęce twierdzenie.

Twierdzenie i.15. Oeśli vfiGi/2[b], M-eT, b£ [o,i] , 

to

(1.90)
I'ffz)! z * 1 r

(1-l'P(z)|>) 2 (l+l^iz)!) 2 (1-r)”2”" (l+r)~^~

, I zl ■ r < 1.

oraz

|H>(z)| K 1 r
I.91) -----------------------------------------■ ■ ----------

(uzblfiz)! ♦1'fizil 2) M >ł2br*r2
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Nierówności fl.90) i (l.9l) są dokładne, przy czym funkcj 

ekstremalne spełniają odpowiednio równania

^Iz)

i+b l-b
Z

T7E" dla z«r ,

(l-Y(z)) 2 (i+?(z)) (l-z) 2 (l+z) “2“

1

M

4>(z)

^l+2b*f (z) + 2 (z) M ^l+2bz+z2
dla z-r

Dowód. Niech C <^[b]. Wtedy można wykazać, że

?(z) - h(z,T) ,

gdzie h(z,t) jest rozwięzoniem równania postaci (l.3O)., a 

P(z) Jest klasę funkcji holomorficznych postaci (1.71), 

spełniających warunek

|P(z)•• l| < 1 , z € K± .

Można zauważyć, że P(z)» 2 (l+p (z)) “1, gdzie P ś pb , skąd 

wynika, że obszarem zmienności [p(z)} Jest koło

|W - Aj < Rt ,

gdzie

-1 -1
A± - 2(1 +A) [|l+Aj 2-r2] , R± » 2r[|1+A|2-r2]

natomiast A i R dano są wzorami (l.76).

Ponieważ ReAo— RQ^ ReP(z) < ReAo+Ro , z powyższych

rozważać wynika, że
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(1.92 ) -------------- 4 Re P(z) 4
1+b Izl

i

l+2b Izl + Izt 2 

1+b Izl

Nierówność (1.92} i rozumowanie analogiczne jak w dowo

dzie twierdzenia 1.14 kończy dowód nierówności (l.9O}.i (1.91}

Kładęc M -------oraz wykorzystujęc (1.90} i (1.91}

otrzymujemy następujący wniosek

Wniosek. Każda funkcja 1/2-gwiaździsta z ustalonym drugim 

współczynnikiem spełnia nierówność

(1.93)

yi+2br+r2 -------- 175------------ TT
(l-r)^ (1+r)^

4 |f (z)| 4

Wniosek. Promień koła pokrycia dla klasy funkcji 

1/2-gwiaździstych postaci (l.82) z ustalonym drugim współczyn

nikiem równo się
1

^2"(S75T

Uwaga. Interesującym wydaje się porównanie oszacowań 

danych wzorem (l.8O) i (l.93). Oszacowania te sę różne, 

podczas gdy wiadomo, że w pełnej klasie funkcji wypukłych I 

1/2-gwiaździstych sę identyczne.

Na zakończenie rozdziału I wspomnijmy, że rozważajęc 

klasę funkcji quasi-gwiaździstych GM,n, M=eT, n>l, danych 

równaniem (1.7), gdzie funkcje gwiaździste generujęce sę 

postaci

(1.94) f(z) - 2 + an+lzn+1 + an+2zn+2 + ' 2 € ,
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można podać odpowiednie równania typu LOwnera dla tej klasy 

funkcji, jak również szeregu oszacowań pewnych funkcjonałów, 

które sg dokładne dla funkcji n-symetrycznych [37] .

Fakt ten wynika z następujęcych twierdzeń.

Twierdzenie 1.16. [37] Niech 4^ GM,n. Wtedy

n _______________ '
(1>95) (lłr") (lłr" -\|(iłr")2. . i

£2(l.rn} (l-r^fl-r"')2- ). 1
Vn

, |z|- r<l.

Funkcje ekstremalne dane sę odpowiednio równaniami

?(z) lz ^(z) 1 z
(l-?n(z)f/n M 1 (l+n W)2/n (lł2"^/n

Twierdzenie 1.17. [37] Niech 4>£GM,n< Wtedy 

?(z) I 1L - log . lid (| r<1.

I n 1+ |<f(z) | n l-rn
(1.96 ) arg

Funkcjo ekstremalne dane s® odpowiednio równaniami

_____S>(z) _ 1 z

(le^n(z))2A M (lłtzn)2/n

¥(z) 1 z

(l-W>n«)2/n M (l-iz")2/n '
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Oszacowania (l.95) i (l.96) w szczególnym przypadku n»l 

daję wyniki uzyskano w [3].

Analogicznio do poprzedniego dla funkcji wypukłych f 

z klasy S°C Sc postaci (i.94) zachodzi następujące twierdzenie

Twierdzenie 1.18. Oeżeli f (• S , to n

I
i dt

n\2/n

dt

n\2/n
4 |f(z)| 4

Wynik Jest dokładny. Funkcje ekstremalne f spełniaję 

równanie

1 + t'(Z)
l+£ zn

i-e zn
|£|- 1

Warto zauważyć, że f ę S® jest funkcję ograniczonę, bo dla 

n > 2

dt

n\^n
2n cos ■> 1,

00

Z twierdzenia 1.18 dla n»l otrzymujemy oszacowanie |f (z) | 

dla f € Sc.

4. Równanie fl.18) i jego specjalne postacie omówione 

wyżej sę szczególnymi przypadkami ogólniejszego równania 

Lównera - Kufariewa - Bazylewicza podanego w [2]. Tam Jednak 

oparto się na teorii ŁOwnora - Kufariewa równań parametrycz

nych w odróżnieniu od przedstawionej w tym rozdziale metody
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elementarnej. Ponadto Bazylewicz nie zajmował się strukturę
*

klas dla pośrednich wartości parametru t, lecz po »całkowaniu 

odpowiedniego równania różniczkowego Bernoulliego, po przej

ściu granicznym t------ , uzyskał wzór strukturalny na tzw.

klasę funkcji Bazylewicza.

□ak Już wspomniano, dla pośrednich wartości parametrów 

badano klasę funkcji quasi-gwiaździstych GM w [3]. Oednak 

oszacowania nie wszystkich funkcjonałów dla pośrednich 

wartości parametru t przochodzę w granicy t-------w oszaco

wania prawdziwo dla S*. która Jest przypadkiem granicznym 

klasy GM. lecz w odpowiednie wyniki dla funkcji klasy S.

Przykładami takich funkcjonałów oę arg

z 6 Kx. C GM.
z





Rozdział II

Zbiory pokrycia 

Móntela

dla funkcji z unormowaniem 

i majoryzacja funkcji

1. Klasy funkcji holomorficznych w K„ unormowanych przez 

warunki t

(2.1) F(0) - 0 , F(zJ . 1

będź

(2.1') F(°) - 0 • F(=o) " zo ,

gdzie zQ / 0 Je3t ustalonym punktem koła, były przedmiotem 

badań wielu autorów, między innymi [ló] , [l7] , [27] , [l5].

0 funkcjach z unormowaniem (2,1) będź (2.1*) mówimy, że 

posiadaję unormowanie Montela, Zo względu na to, że klasy 

z unormowaniem Montela nie sę obrotowe, niektóre problemy 

ekstremalne dla nich sę trudniejsze niż w klasach obrotowych. 

Do takich problemów należę między innymi twierdzenia o pokry

ciu.

Niech i Sc (z ) oznaczaję odpowiednio klasy

funkcji p -gwiaździstych i wypukłych w K^ unormowanych przez 

warunki (2.l).
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W tym rozdziale wyznaczymy zbiory postaci

(2.2) T [s*(z0) ,rl - l \ F (Kr) ,
P ' F< S*(zo)

(2-s) £[sW,r]° V

dla ustalonego rę (o,l] i |3 <- (o,^ •

W przypadku granicznym dla r -------> 1 i ■ 0 lub p

otrzymujemy zbiory postaci (tzw. zbiory Koebego)

1
2

(2.4) )

gdzie FC-S*(zq) będź F 6 Sc (2^ , które zostały wyznaczone

w [l6] .

Następujęce dwa twierdzenia, dotyczęce majoryzacji 

funkcji, ilustruję zastosowania zbiorów postaci (2.2). Oedno 

z tych twierdzeń jest rozszerzeniem wyniku z [15].

W dalszym cięgu wykorzystywać będziemy fakt [17], że

F (z) ę S* (zQ) wtedy i tylko wtedy, gdy F(z)» » gdzie f
'O

Jest funkcję p -gwiaździ3tę klasycznie unormowanę.

Niech D będzie zbiorem wartości F(z) dla ustalonego 

z£ Cr ■ £z :|zl » r<l^ i funkcji F zmieniajęcej się w klasie 

Sa(zo^* Oznaczmy następnie
r

D[sp(2”’-r] -Ud-
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Wiadomo z [l8] i [6] , że D[SJJ(ZO') »rl 3®st obszarem domknię- 

tym, którego brzeg składa się z dwóch konturów gwiaździstych 

względem poczętku układu: zewnętrznego f"* 1(r') i wewnętrznego

T 2^r)‘

Twierdzenie 2.1. Niech In ["¿(r) , l ■ 1,2 oznacza obszar 

ograniczony krzywę (r) . Wtedy

(^.s) P, [Sp(zQ) ,r] ■ InT (r) ,

(2.6) X[sp(*oV] » InP (r) . 
2

Dowód. Oznaczmy

S(Kr)

nw

■V V M -

zTkr

= VJ •
FCS£O) «'<r 1

Zauważmy, że

(2.7) ^(Kr) - In P ( r).

Z definicji zbioru D [s^fz^ ,r] wynika, że dla każdej funkcji 

Fę Sp(zo) mamy F (Cr) CD. Stęd na mocy zasady Lindelófa 

F(Kr) C In P1(r') , tj £(I<r) C In T (H . Z drugiej strony, Jeżeli 

w C- In r2(r) » to w C In r(r) , gdyż In T2 (r) C In ^(r) .

Dożęli zaó w(- D-P^^r) , to Istnieje punkt wo będęcy punktem 

wewnętrznym obszaru D, który leży na przedłużeniu odcinka

[o,wj. Z określenia zbioru D wynika, żo istnieje funkcja
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FOC- Sp (zo) i punkt Cr taki, że F^z^ ■ W o.

I
Stęd na mocy gwiaździstoóci Fo punkt W <- Fo(Kr) . a więc 

W C* ^(Kr) » czyli In Px(r)C SKr) •

Oczywista równość

(Kr^ - <C Isp<zo’ -d

kończy dowód twierdzenia (2.5).

Aby dowieźć (2.6) zauważmy, że dla każdej funkcji

jodnolistnej F€ s*(zo> mamy

F(Kr) » FCKj) - FfKj - ,

a stęd

(2.8) n<Kr) - r"RK?- sos - •

Bioręc pod uwagę, ±e zbiór ^(k^-K^ jest identyczny z 

zewnętrzom zbioru [T 2(r) \J In T2 (r)] oraz relację (2.8) 

wnioskujemy, żo T2(r). Z drugiej strony, jeżeli

W C- In r2 (r) , to dla każdej funkcji F£ Sp(zo> również 

W €InF(Cr) , tzn. dla każdej funkcji F£S*(z^, w 6 F(Kr) 

czyli Węn('<r). Zatem Jnr2(r)C ri(Kr)-

Otrzymane inkluzje i oczywisto równość P(Kr) 

kończę dowód relacji (2.6) i twierdzenia 2.1.

•']

Korzystajęc z twierdzenia 1.1 wyznaczymy zbiory.,

X[sp<zo> >r] 1 £ Lsp(zo> •rl dl° p ‘ 0 1 (3 - ? . « tym
celu wystarczy znaloźć brzegi tych obszarów, tj. krzywe P-j/r)

i r2(D.
Zagadnienie to sprowadza się do znalezienia obwiedni brzegów





zbiorów Dz, gdzie z£ Cr. v

Ze zwięzku między klasami Sp(zo) 1 S* wynika, że problem 

wyznaczenia obszaru zmienności {f(z)^ dla ustalonego zeKj, 

gdy funkcja F przebioga klasę Sz.Cz ) jest równoważny wyznacze

niu obszaru zmienności stosunku '[TTz2)-} • 9dy punkty

zQ sę ustalone w kole l<1# a funkcja f zmienia się w klasie

Zbiór S*^ został wyznaczony w [l7] ,

natomiast zbiór &L f c- s
}» [39].w

Zbiory D [s*(zo) , r] i D [s*(zQ) ,r] wyznaczono odpowiednio 

w [l8] i [ó]. Zatem zgodnie z twierdzeniem 2.1 i uwagami 

uczynionymi wyżej mamy.

Twierdzenie 2.2. Oeżeli JzJ ■ r , |z| ■ r , to brzegiei 

obszaru ls*(z<^ *r] i £[s*(zQ) ,r1 89 odpowiednio

krzywo r2*(r) 1 T <r) o następujących równaniach we

współrzędnych biegunowych

(2.9 P2 (r) : O(Q) ■ ---------------- -- [(l+r2) (l+r2) - 4rrocos O -

-\/[(l+r2) (l+rQ2) - 4rrocos ef-(l-r2)* (l-r.2)^

oraz

m r
(2.10) ["""*3. (r) : Q(Gl « ---------------- [(l+r2) (l+rQ2)- 4rrQcos O +

J % (l-r2)

■

. * ^[(l+r2) (l+Tft2) - 4rrocos ©]2- (l-r2)2 (l-r02)2



»
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Twierdzenie 2.3. Oeżeli |zQ| - rQ. |z| • r , to brzegie 

obszaru JC[s^(zo),r] i £ [s*a(zo) . r ] są odpowiednio 

krzywe J 2 (r) i | ± (r) o następujących równaniach

współrzędnych biegunowych:

xx r
(2.11) r2 (r) : <^(0) « ' " ( ' ""¿y ^1"rroCO8

m

we

1-rr coa ©)2- &-r2) (l-r 2>)

xx

(2.12) (r) : <^(o) » —( r-gy j (l-rrocos o') +

\J(l-rrocos G)2-(l-rz)U-ro2-)]

Można sprawdzić, że funkcje brzegowe odpowiadające 

obszarowi zmienności , a więc również

1-zo eD fs*(zA),r] , 9ą funkcjami wypukłymi postaci . --------- —— ,
7X o 1-z

gdzie Je9t liczbą rzeczywistą. Zatem mamy następujący

Wniosek. Równania brzegów obszarów [sc (z^ ,r] i 

£ [sc(z0) , r] dane są odpowiednio równaniami (2. li') i (2.12)

Wniosek. Kładąc r ------ > 1 oraz wykorzystując (2.9) i

(2.11) mamy:

1° 3C[s*(z ) ,l] Jest wnętrzem elipsy

(*-%2)2

(2.13) Vs)
4r. l-2r cos ©+r‘ o o



- .»Sid ' - l< -o" ■ ¡»’I *** •«-* •' ,lw1

nbrłwoąbo »« i. Ç’.'Jir v. ■ ' Î - ■"

' j í ' r el d »y ;? -’ f* * ' ■- 1 ®

(

i-x) <S-i) {© e-V•; ■

»^9t8belwo<îî»o •we>e»s*’<* •£

rJ> s>l
\ □ UCJ Î630 * ' ** 1

S' S) * fit.«) Itt3.tranwd^ iw • onet ' ,

■

O

____
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2° X[SC(XV1] jest wnętrzem elipsy

(2.14) (e) -
2r. l-roco8 0

3

Elipsy (2.13) i 

twierdzeń 4 i 3 dla

(2.14) pokrywaję się z elipsami z 

a=0 i boi z pracy [ló].

2. Możliwości użycia zbiorów Koebego do rozwięzania 

pewnych problemów w teorii majoryzacji funkcji pokazane zostały 

po raz pierwszy w fis]. Podane niżej twierdzenie 2.4 rozszerza 

ten wynik, pozwalajęc podać metodę rozwięzywania tzw. uogólnio

nego problemu odwrotnego [is] .

2Niech H oznacza klasę funkcji f (z) » a^ + a2z + ... , 

a^ 0 holomorficznych w K^, a HQC H klasę takich funkcji, 

że ponadto f(z)/2 / 0, .z <ć K1#

Przez N oznaczać będziemy klasę funkcji to (z) " • • •

°to>-0, holomorficznych w K± i takich, że |to (z)| 1 i NQC N

klasę takich funkcji to (2) , że to (z) / 0 dla z € K^.

Niech następnie n r oznacza domknięty obszar wypukły 

ograniczony półokręgiem |z|-r, Rez^.0 i dwoma łukami kołowymi 

przechodzęcymi przez punkt z»l i stycznymi do okręgu 1zl■ r 

w punktach z»-lr .

Wiadomo [12] , że

(2.15) r “{k* w .

Kształt zbioru

n ° - iu (z) : W«N0. z 6 Krl
(2.16 )
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i równanie jego brzegu można znaleźć w [13] .

Oznaczmy wreszcie dla dowolnej klasy T<2 S

( 2.17) T(zo) . i F (z) - , f i ,

gdzie zę i zo/ 0 jest dowolnym ustalonym punktem z 

koła K^.

Udowodnimy teraz następujęce twierdzenia:

Twierdzenie 2.4. Dla każdego € (o,l] istnieje 

"możliwie największa" liczba R 4 , taka,że

/\ /\ [ | f (z) | 4 | F (z) | , z € K. ] 

snu c c T u 1 1 ' ’ 4f 6 H F e T 
f £ F

( 2.18)

^(o.RW)tf(^C F(K^]HiOr-WWZol •$] -

r"|zol 0 $ (KS^ •

$€T(z„1 T 3 j

Twierdzenie 2.5. Dla każdego € (o,l] istnieje 

"możliwie największa" liczba R(^)4 taka, że

A A [ifwi |p(z)i . zćk1!==*.
f ( Hq F { T łl

(2.19 )

rC-(0,R(<i») 

r- |z t

A. ..A FCK<J>] <=> £[Q r-W]c X[T(zo'1 '3]

■ ® (K A
{‘TzJ ”)
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Podamy dowód pierwszego z tych twierdzeń, gdyż dowód drugiego 

Jest analogiczny.

Dowód twierdzenia 2.4. Załóżmy, że dla dowolnej pary 

funkcji ff H, FCT (f£F) ma miejsce relacja | f (z)| 4. | F (,z)| « 

z€ K±, która implikuje F(i<r)C F(K^ dla r € (0,R(^)) .

Wynika stęd. że dla każdego z0* lzQl ■ r istnieje z1£ K<$ 

takie, że f (z0) - F(z±) .

Założenie |f (z)J .4 ¡F(z)| » ze Ki oznacza, że istnieje 

taka funkcja WGN (w^l) , że f (zo) -w (z0) F (z^ .

Stęd

ó (zl> .

Widzimy więc, że z uwagi na niezależność doboru funkcji f i 

F dla każdej funkcji CO £ (co istnieje taka funkcja

$ € T(zQ) i punkt z±6 K<j takie, że to (zQ) - Ó (zp .

Ale każdy punkt obszaru f Jest postaci CO (zo)

i to (zQ) ■ <£> (z^ , a więc to CzQ) C (l< dla każdej

funkcji $ T (zQ) , czyli

w <zo) € (k^ ■ [T(z°b 31 •

Wykazaliśmy więc inkluzję [ Q, r- W] C 3C LT (zo^' •

Na odwrót niech teraz f£ H i F € T (f F) będę takie, 

że W (z) - f (z) / F(z) , CO £ n ((O=f=l) i niech dla 

każdego r £ (o,R(<p) będzie

[ - Ml C 3C HzoV <j] •
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Ponieważ dla każdego 20,lzQ|z r. U) (z0) G fT (zo> 

zatem dla każdej funkcji $ C T(zQ) istnieje takie 

2xe , że U (zQ) »$ (Zjj .

Ale

F(2X1
§(*!>

F<zo'
W Uot

f(zo)

więc Ffz^ - f(zQ) • Zatem f(C^ C F(K%) » co jest

równoważne temu, że f (.K^ <3 F(K^)

Twierdzenie zostało więc udowodnione.

Uwaga. Uogólniony problem odwrotny do problemu Biernackie

go można sformułować w następujęcy sposób [l8] : dla danego 

r ę (o,l] znaleźć takę "możliwie największę" liczbę R(r) ,

że:

(2.20) [|f(z)| ś | F(z)| . ztKt] => f (KR(r)) C F(Kr)

dla każdej pary funkcji f, F, gdzie f zmienia się w odpowie

dniej (np. H lub H ) klasie minorant, a F w odpowiedniej 

(np. S*) klasie majorant.

Zatem twierdzenia 2.4 i 2.5 podaję warunki konieczne i 

dostateczne, aby zachodziła implikacja (2.20) w przypadku

minorant z klasy H będź H .

W praktyce problem wyznaczenia stałej R (r) dla F£ S*, 

i fę H będź Ho sprowadza się do rozwięzania odpowiednich 
nierówności dla równań brzegów "^[SpC2^) *r] 1 Oi r lub

0, r '

Odpowiednio szczegóły rachunkowe dotyczęce wyznaczania 

R (r) można znaleźć np. w [l8] , [ó] , [7].





Rozdział III

Zagadnienia ekstremalne dla funkcji 

typowo-rzeczywistych

1. W niniejszym rozdziale będziemy rozważać własności 

klas funkcji typowo-rzeczywistych w kole K1#

Najpierw rozważymy podklasę klasy funkcji typowo-rzeczywis 

tych i ograniczonych przez M, a następnie wyznaczymy obszar 

Jednolistności dla pełnej klasy funkcji typowo-rzeczywistych.

Wyniki dotyczęce problemów w klasie TM zostały opubliko

wane w i 2ol.

Następujące równoważne definicje funkcji typowo-rzeczywi 

stych sę najczęściej używane.

Definicja. Funkcję holomorficznę w obszarze D zawierają

cym odcinki osi rzeczywistej nazywamy typowo-rzeczywistę, 

jeżeli przyjmuje wartości rzeczywiste na osi rzeczywistej i 

tylko na osi rzeczywistej.

Definicja. Funkcję holomorficznę w obszarze D zawieraję- 

cym odcinki osi rzeczywistej nazywa się typowo-rzeczywistę, 

jeśli jest rzeczywista na osi rzeczywistej, a w pozostałych 

punktach obszaru D spełnia nierówność
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(3.1) Imz • Imf (z) >0 , z£ D , Imz / O.

Klasę funkcji typowo-rzeczywistych w kole K^ oznaczać 

będziemy przez TR.

Klasa TR została wprowadzona przez Rogosińskiego w [31J 

i badana następnie przez wielu autorów np. |3oj , ¡29*] , jioj.

Dla klasy TR znane Jest np. ^30j lub pLoJ przedstawienie 

parametryczne za pomocę całki Stieltjesa.

Mianowicie:

1
f(z)€TR <■=> f(l) - f —-

-i

(3.2)
2tz+z‘

d^ęt)

gdzie yz zmienia się w klasie wszystkich funkcji niemelejęcych 
w przedziale [*-1.3.] i takich, że f dyi(t) « 1.

-1

Idea badania nitej zdefiniowanej klasy funkcji typowo- 

-rzeczywistych ograniczonych TM zrodziła się z obserwacji 

własności Jędra, które występuje we wzorze (3.2) dla klasy TR.

Funkcja

(3.3) s(z.t) . ------L__ , te [-i.il
l-2tz+z2 L J

Jest funkcję Jednolistnę i gwlaźdzlstę, a ponadto

s(z.i) - ——— . k“(z)
(l-z)

(3.4)

z

(1+z)2
S(z.-l) k+(2) •



__



Funkcja S(z,t) odwzorowuje koło na płaszczyznę

rozciętę od -co do g"(r+t)" 1 od 2'fl+tj' <Jo * °° •

□ak wiadomo funkcje Koebego k“(z) i k+(z) sę ekstremalnymi 

ze względu na szereg zagadnień ekstremalnych w klasie S* będź 

S.

Z kolei innym znanym faktem Jest, że w pewnych problemach 

dotyczęcych funkcji Jednolistnych ograniczonych funkcjami 

ekstremalnymi sę tzw. funkcje Pieką

. . 4z
(3.5) P+(z)..................... .....................

(^(lłZ)2- TT +

odwzorowujęce koło odpowiednio na koło o promieniu M 

rozcięte wzdłuż promienia od M ^2M-i-2 ^M(M-i) J do M będź 

Od -M do -M [2M-1-2 .

Zauważajęc, że funkcje Pieką (3.5) sę rozwięzaniami

równań ■ z --a— ■ ---------- w -- , rozważmy w zwięzku z funkcj
(l-z)* (l-w)^

S(z,t) danę w (3.3) następujęce równanie

(3.6)

l-2tz+z' l-2t

W

w +

M >, 1 . z ś Ki

Oznaczajęc przez SM(z,t) rozwięzanie równania (3.6) 

dochodzimy do następujęcej klasy funkcji

Definicja. Będziemy mówić, że funkcja
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f(z) = z + a2z + ... z 6 K,

należy do klasy TM , M>1 , wtedy i tylko wtedy, gdy

1
(3.7) f(2) - j SM(z.t) d^.(t) ,

-1

(3.8) S „(z.t)
2z

\|[l-2(l- ^tz^f- * [l-2(l- ^)tz«2]

gdzie u. zmienia się w klasie wszystkich funkcji niemalejęcych 
,1

przedziale £-i,i] i takich, że ] d^t,. i.w

Zauważmy w dalszym cięgu, że jeśli fe , to f Jest 

funkcję typowo-rzoczywistę a ponadto Jf(z)| < M , M>1 , 

z 6 l<Ł . Ponadto b TR , skęd rezultaty otrzymane dla klasy

Tm dawać będę w granicy M *oo wyniki z klasy TR .

Mimo to okaże się, że klasa TM nie wyczerpuje całej klasy
j

funkcji typowo-rzeczywistych ograniczonych.

Wykażemy najpierw następujęcy lemat.

Lemat 3.1. Funkcja Ul - SM(z,t) , te [-1.1] dana wzorem

(3.8) odwzorowuje koło na koło o promieniu M rozcięte 

wzdłuż odcinków [-M.a(t)] i [b(t) ,M] , gdzie

(3.9) alt) - (J- i. JL + jl+t(l- 1)]^

(3.10) bit). f \l[l-t (1- ^) f - A * [l-t(l- ¿)A ,

ti [-1.1] .



-
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eDowód. Połóżmy z we wzorze (3.8). Otrzymamy wtedy

W
(el'f ,t ) - ;\,[coef-t(l- £)]2- -Ł. ♦ [cos? -t (1- £)fj .

Łatwo jest sprawdzić, że Jeżeli

to

[cos? -t(l- h)]2- > o ,

O«in " i? + ^C°8^ •*(1” H )1 | " H

i Jest osięgnięte dla ? ■ 0 i t - 1 będź ? ■ Tl i t« -i.

Z drugiej strony |w (e^ .1) | -c M i stęd |sM(z,t)| M

dla każdego te Q-i,l] .

□eżeli V n?1 ■ arc 009 [ffi +t(l- jSj)]. . to 
• *

W (e ,t) ■ M dla każdego U £-l,i] i podobnie

jeżeli ? ■'?2 o arc cos [- +t (l- ^ )] , to

W ( G^.t) ■ -M dla każdego te [-l,i]

W przypadku gdy [cos? -t(i- )] - JL < 0 , to

W ( e \t ) - ( A - [cos? -t(i- [C08^ -t^1’ Fr >3 j

i stęd otrzymujemy, że ¡W (e^.Ol ■ M dla ? £ (?, t?x)

Wreszcie,gdy cos? - i, to W (l,t)» b (t) , te »

a jeżeli cos? » -1 , to W (-l,t) » a(t) , t £ [-1,1]

Wniosek. Funkcja W ■ SM(z,t) jest funkcję jednolietnę 

i gwiaździstę o współczynnikach rzeczywistych, a więc typowo- 

-rzeczywistę. Ponadto |SM(z,t)| .* M , z G K* , t «, [-l,l"J

Twierdzenie 3.1. Obszarem zmienności funkcjonału Sf(z)]



Y’'“. Üîît:- • 'V

*

■
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dla ustalonego zcK^Im z / 0) i funkcji f przebiegających 

klasę Tm Jest obszar ograniczony lukiem krzywej W ■ SM(z,t) , 

t € [-l,l] 1 odcinkiem łęczęcym końce tej krzywej.

□eżeli Im z « 0 , to obszarem zmienności £f(z)} , 

fe Tm Jest odcinek osi rzeczywistej

(3.11) [P+(z) • p'(2)] •

gdzie P+ i P” dane sę wzorami (3.5) .

Dowód. Niech f£ TM. Wtedy f(z) na przedstawienie dane 

wzorem (3.7). Na podstawie twierdzenia 2 z [l] obszarem 

zmienności ^f(z)^ dla ustalonego ze 1^ , a f€ TM Jest 

otoczka wypukła krzywej (3.8) W ■ SM(z,t) , t£ [-1,1] .

Wykażemy, że krzywa W - SM(z,t) , tfc [-l,l] Jest 

wypukła. Oznaczmy

'S - z ♦ i • “ 1 - n .

Wtedy

<3-12) w - 7(7^Rl-2tQ-V(V2tX)2’4(l"t)21 16 t-1,1!-

Połóżmy X ■ x + ty , w(t)»u(t, + ¿\T(t) ■ UL+ŁV*.

Wtedy równanie (3.12) krzywej W « SM(z,t) przyjmie postać 

(po wyrugowaniu parametru t)

(3.13) 2
(i-X)2v- -y •

Równanie (3.13) można zapisać w postaci
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(3.14) (u.łV')»(l-X)2Aru2+(i-X)2'0*3-yv?-y«ir2-nr- O .

Badając wyrażenie charakterystyczne dla wypukłości

(3.XS) k

otrzymujemy;

k « —i 4 (k+v2) y2-4v f3(l-X)2(xu2-iĄ -ll y -

- 3(l-X)4-v5+ 6(1-T)V\/+ 2(1-X)2u2+ 9(1-X)4v4 -

- 6(1-t)V ♦ l} - ■ A(y) .

Rozpatrując wyrażenie A(y) jako funkcję zmiennej y, można 

sprawdzić że A(y) Jest dodatnie dla każdego U i V* .

Wynika stęd, że krzywa (3.14) ma stały kierunek wypukłości

(zależny od znakuj) . Ze wzoru (3.13) i faktu, że 

£ = z + , z « x + i. y wynika, że V > 0 gdy Im z > 0 i

V < 0 gdy Im z <0 , co dowodzi, że funkcja fg TM Jest 

typowo-rzeczywista.

Krzywa W « SM(z,t) Jest zamkniętę krzywę Oordana (dla 

Im z>0 oraz Im z<0) gdy tG (-o*. + oo) . Zauważmy, że 

funkcje W » SM(z,l) - P"(z) i W 2 “ SM(z,-l) " p+(z) leż9 

zawsze w jednej półpłaszczyźnie (tzn. górnej lub dolnej ) I sę 

to końce interesującego nas łuku.

Zatem obszar zmienności jest obszarem podanym w twierdzeniu. 

Przypadek Im z = 0 Jest oczywisty.

Uwaga. Z powyższych rozważań wynika, że krzywa W - SM(z,t) 

jest zamknięta i wypukła i ma kształt owalu symetrycznego
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względem osi urojonej i ____________

Przechodzi ona przez punkt W ■ 0 i W ■ ■¥-—1 z?)—
2(1-X)2

na osi urojonej. Oczywiście rozważany obszar zmienności nie 

zawiera poczętku układu.

Wspomniane wyżej informacje na temat kształtu obszaru 

zmienności ^f(z)^ , z£ , f t 1*M pozwalaję wyznaczyć szereg 

oszacowań dla funkcji klasy TM .

Mamy zatem

Twierdzenie 3.2. Oeżeli fe TM , to dla każdego 

zc K^( Im z ji 0) zachodzę nierówności

(3.16) |SM(z.l)| ę |f(z) | s |SM(z.-l)|

dla Re SM(z,-i) 0

(3.17) lsM(z«-l)| < I f<z>l « I SM^Z'1)I ,

dla Re SM(z ,1) — 0 .

Oeżeli Re SM(z,-l)»O i Re SM(z,l)*O , to

2

(3.18) |f(z),s

(^[I»(z* j)}** 4(l-t)2 - Im (z ♦ j) |

I Jeśli,SM(Zi_j)|2- ReS^.l) S^.-l)3 O

1 ImS^.l)? Im SM(z,-l) ,•

|SM(V)I jeśli|s^,-i)|2- ResM<z,j)ś^7ns i 0 

i Im SM(z,l)^ Im SM(z,-l) ;v
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Cd
jeśli |SM (z ,l) |2 - Re SM(z.-l) SM(z?l) * 

i Im SM(z.l)^ Im SM(z,-l) ;

jeśli ,SM(z.1)| 2 - Re SM(z,-l) SM(z.l) S 

i Im SM(z,i) * Im SM(z,-l) ,

O

O

gdzie

(3.19) d
S[v|(2 »-!)

SM(z,l)- SM(z,-l)

Dowód. Oszacowania (3.16) - (3.18) wynikaję z własności 

obszaru zmienności ^f(z)^ • f 6 TM . Różne przypadki wymagają

ce rozpatrzenia sę konsekwencję wzajemnego położenia punktów 

W 1 c sm(2,1) 1 W 2 “ sm(z«“1) • Liczl:,a d oznacza odległość

poczętku układu od odcinka łęczęcego punkty W i W 2 >
p -l_

natomiast warunek |SM(z,-l)J - Ro SM (z ,-l) S^(z ,1) > O 

implikuje, że kęt między wektorami |O,SM(z,-l)] i

[~SM(z,-l) , SM(z,l)j jest większy od TT/2 , co pozwala 

porównać wielkości d i |SM(z,-l)|.

Oszacowania (3.16) - (3.18) sę dokładne. Funkcjami 

ekstremalnymi w (3.16) i (3.17) sę funkcje f(z)» SM(z,-l) *

Funkcję ekstremalnę w (3.18) w oszacowaniu od góry Jest

funkcja f(z) = SM(z,tQ) . gdzie tQ - Re(z+x/z) . X “ l-1/^ .

Funkcjami ekstremalnymi w (3.18) w oszacowaniu od dołu sę 

funkcje f(z) = SM(z,-l) będź funkcja

f(z) « X SM(z,l) + (l-'X)sM(z,-l)

gdzie Ol ć(O,l) spełnia równanie
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c' “ ¡^^(z.i) + (1 S^CZł-i) | *

a d Jest dane wzorem (3.19) .

Twierdzenie 3.3. Oeżeli ffc TM , to dla ustalonego 

z G Kj (Im z / O ) mamy

(3.20) arg SM(z,-l) < arg f(z) <r arg SM(z,l) jeśli Imz>0,

(3.21) arg SM(z,i ) arg f(z) $ arg SM(z,-l) jeśli Imz < 0.

Funkcjami ekstremalnymi w (3.20) i (3.21) sę funkcje 

f(z) = SM(z.*l) .

Twierdzenie 3.4. Oeżeli f6 TM , to dla każdego ustalone- 

go zeKj , (im z / O) mamy

(3.22) |lmSM(z,-l)| «s jlmf (z)| s|lmSM(z,l)| Jeśli ReSM(z, 1) O,

(3.23) |lmSM(2,l)| *|Imf(z) |4£ |lmSM(z,-l)| Jeśli ReSM(z,-l) < O,

2
(3.24) Im f(z ) 1 < .. .... --------------------- ------------------------ -

I j)]2 ♦ 4(1-x)2 - I" fc* j ) |

jeśli Re SM(z,-i)^0 i Re SM(z,i)$0 ,

|lmSM(z,i)| jeśli ReSM(z,-i)^0 i ReSM(z,l).<0

|ImSM(z,-l)| jeśli ReSM(z,-l)»0 i ReSM(z.l)$ t 

1 |SM(z.-l)|«|SM(z.l')|.

(3.25) |lmf (z)|5 -



1
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Gdy M ■ - »oo wyniki zawarte w twierdzeniach 3.1 - 3.4 

przechodzę w odpowiednie wyniki dla klasy TR [i], [10 j , ¡29].

Wzór (3.7) i twierdzenie 1 z [8] implikuję

Twierdzenie 3.5. Klasa TM jest klasę zwartę i Jest 

domkniętę otoczkę wypukłę zbioru funkcji f(z)» SM(z,t) , 

tC [-l,l] .

Przyporzędkowanie yu. «a , f (we wzorze 3.7) jest wzajemnie 

jednoznaczne i jedynymi punktami ekstremalnymi klasy TM eę 

funkcje f(z)« SM(z,t) , te .

Niech będzie funkcjonałem liniowym i cięgłym na 

przestrzeni Frecheta wszystkich funkcji holomorficznych w kole 

K1. Podobnie jak w [8] mamy

(3.26) max^Re^(f): f 6 C ■ max Re^( f) : f Jest element 

otoczki wypukłej klasy « maxi Re^(f): f jest punktem

em

ekstremalnym klasy T

Wykorzystujęc (3.26) i twierdzenie 3.5 mamy

Twierdzenie 3.6. ¿Jeżeli f 6 TM , to

(3.27) min An(t)^an^: max AR(t) * n ■ 2,3,..., 
te [-1.1] te [-1,1]

gdzie

(3.28) SM(z,t) - z + 1 An(t)z" 
n-2
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W szczególności zachodzi

)
Lemat 3.2. Oeźeli f€ TM , to 

(3.29) | a2 | 2<1- Ft)

, 1 1 —2 dla M Ć [i,3]

N3 2
5(1 - ^) - 2(1 - jSj) dla M e [3,00)

Znak równości w (3.27) i (3.29) zachodzi dla funkcji f(z)» 

<= SM(z,t) z odpowiednio dobranym t € [-1,1] . Kładęc

wreszcie M ----- >00 otrzymujemy znany wynik z [lo] .

Uwaga. Rozważona wyżej klasa funkcji typowo-rzeczywistych 

Tpj nie wyczerpuje całej klasy funkcji typowo-rzeczywistych 

ograniczonych.

Wynika to np. z faktu, że funkcję ekstremalnę dla maxja3

jest f(z) - SM(z,t) i odwzorowuje ona koło l<3 na koło

o promieniu M z odpowiednimi nacięciami jak w lemacie 3.1.

Z drugiej strony zachodzi następujęce

Twierdzenie Tammiego [35]. Niech f6 S i |f (z)| < gT 

dla zC-K^ Wówczas zachodzę dokładne oszacowania

(i) ja3|^ l-e“2T jeśli O«T« 1,

(ii) |a3| 1 +e“2T- 4C“T-Cf+ 2e“2ff jeśli i^T<oo .

T
gdzie 0 < <7 < 1 i CTG - C .

Maję tu miejsce 3 przypadki
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a) O .< T < 1, wówczas obraz koła przy odwzorowaniu
t

ekstremalnym przechodzi w koło o promieniu eT, majęce środek 

w zerze,nacięte dwoma radialnymi odcinkami. Odległość końców 

tych nacięć od punktu W ■ 0 wynosi (i + \/l - e -2T) 

Nacięcia leżę na osi urojonej.

b) T = 1, wówczas odpowiednim obrazem Jest koło o promieniu Q 

nacięte dwoma krzywoliniowymi lukami Oordana o wspólnym

poczętku na brzegu, symetrycznymi względem osi rzeczywistej, 

względnie koło nacięte jak poprzednio.

c) l<T<oo , wówczas odpowiednim obrazem jest obszar

symetryczny w/m osi rzeczywistej otrzymany z koła o promieniu 

ę T przez nacięcie w kształcie "widełek” ( ) ......... ) wYcho-

T
dzęcych z punktu W = G .

Należy podkreślić, że znaki równości w twierdzeniu 

Tammiego maję miejsce dla funkcji ograniczonych przez g T i 

typowo-rzeczywistych. Z równości £ T B M wynika, że przypadek 

o) zachodzi dla 1 <s M < £ i oszacowanie ia3j w klasie TM

jest identyczne jak w [35].

Oszacowanie (3.29) j a3J

M€ [i,3] , lecz dla M6 [s ,3]

z twierdzenia Tammiego.

Wykażemy teraz, że dla £ T

i - , jest słuszne dla
Mz

obowięzuje oszacowanie (ii)

3 zachodzi nierówność

a » i + e "2T - 4g "T"+ 2 g"2 <r> i - e”2T “ 8 •

gdzie 0* £ ~ “ 6 "T
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x otrzymujemy

W takim razie

Stęd mamy

_C* _o zj»
10 - 12 e + i8 e 0 > 8 ,

i
gdzie 0* 2 = 7 • Kiad§c w powyższym e ■

18x2 - 12x + 2 = 2(3x - l)2 > O

-0*1 -G* i
bo x »Q wobec równości 6 » y

A > B , co implikuje , że oszacowanie Tammiego Jest "gorsze” 

dla |a3| niż analogiczne oszacowanie dla klasy TM . Wobec 

tego Tm jest istotny podklasy klasy funkcji typowo-rzeczywis

tych, ograniczonych przez M i klasycznie unormowanych.

2. Klasa funkcji typowo-rzeczywistych TR dana wzorem 

(3.2) zawiera również funkcje niejednolistne.

Problem wyznaczenia promienia jednolistności i gwiaździ- 

stości został rozwięzany w [l4j. Promień ten Jest równy V? -1.

Ogólniejszym problemem jest wyznaczenie zbioru Jednoli

stności dla klasy TR, tj. takiego maksymalnego podzbioru 

XL C Ki » ie dla każdego zeU wszystkie funkcje f 6 TR sy 

Jednolistne.

Zbiór ten wyznaczony został ostatnio przez Goodmana [l2].

Niżej podamy inny metodę wyznaczania zbioru %L , która 

równocześnie pozwala podać inny, szczegółowy dowód wyniku 

Goodmana, co jednocześnie zapełnia lukę dowodowy występujycy 

w Jego pracy a zasygnalizowany przez recenzenta w Mathematical 

Reviews, Vol.47. -]}: 2043.

Niech ffcTR. Rozważmy funkcjonał 

f(2l) - f(z2)
Y (f)(3.30)

z, - z« 1 2
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• • ogdzie z? = ri 6Ol • z2 " r2® °2 ' Z1 z2 ’ zl*z2^ K1 ’ 

o<e1,©2< TT .

Bioręc pod uwagę (3.2) mamy

(3.3i) y (f). r 7—ł—P- 
Jx C1-2«!«! ) C1-2tz2*z2 )

Z [lj wiadomo, że zbiorem wartości funkcjonału ^3.31) Jest 

otoczka wypukła krzywej

(3.32) W -W (t) - (l-2lZz) (l-2tz1*z12) 1(l-2tz2+z22) 1 ,

t £ [-l.il .

Lemat 3.3. Krzywa W »W(t) dana równaniem ( 3. 32) Jest 

krzywę gwiaździstę.

Dowód. Wystarczy wykazać, że krzywa

(3.33) ^(t) - (i-2tz1+Zl2) (^tz^z/) -7t(t)-72(t) ,

5©z^ = ri e , z2 ■r2e’w2 , / z2 * 0 4 0^ , 0Ł4.Tl • [-1.1}

jest krzywę gwiaździstę. W tym celu obliczmy arg ^(t) .

Mamy

(3.34)
2 -ŁW

skęd

arg/l^t) .^■arg^1(t) ł^j-arg^2(t) -



I
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2^i|2 ^rzd2

2 3 2 , 3
" (rl -rl)' 8ln el* ~j^p(r2 -r2)<>*n ®2 < O .

co oznacza, że arg^(t) Je9t funkcję malejęcę, czyli ^(t) 

Je9t krzywę gwiaździstę. Lemat został więc udowodniony.

Niech U będzie częścię wepólnę kół:

(3.35) x2 + (y+1)2 ¿2 i x2 + (y-1)2 £ 2.

Okręg x + (y+1) ■ 2 przechodzi przez punkty -i, 1,

(Y2 -l)i , a okręg x2 + (y-1)2 ■ 2 przechodzi przez punkty 

-1, 1, (-V2 + l)i.

Wykażemy następujęce

Twierdzenie 3.7. Zbiór'Lt dany przez (3.35) jeet zbiorem 

Jednolistności dla klasy TR.

Dowód. Zauważmy, że warunek argH(l) - arg W (-1} <TT 
implikuje Jednolistność funkcji f€TR, gdzie W =»W(t) dana 

Jest wzorem (3.32). Natomiast, Jeśli tylko argW(l) - 

- argw(-l) »TT .to f 6 TR nie Jest Już Jednoli9tna, gdyż 

funkcjonał (f) dany wzorem (3.31) przyjmuje wartość zero.

Mamy zatem w tym przypadku

(l+Z^j) (1+ZgT 
arg -------------- 5-------------- sr

(1-Zł)2 (l-x2)2

co Je9t równoważne równości
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(lłZl)(l»z2) _ fl > O .
(1-z.) (l-z„) 1 1(l-Zj) (l-z2)

Z powyższej równości otrzymujemy

(3.36) Z2
¿p -l-z^tp+i) e <-0.

¿p +1“22(^-1) ei°-z1

gdzie

tO
1(3 * i 

Ip - i
o<e<Tf .

■->t (o) .

Zauważmy, że krzywa (©) przechodzi przez punkt z^ , gdy

(3.37) N .b 21+2-

Ale z^ jest dowolnym punktem, więc kładęc w (3.37) 

z3 » z » x + ¿y , otrzymujemy równanie okręgu

Y : x2 + y2 + 2y - 1 - 0 ,

którego łuk dla -14xil , yiO , jesfgórnę" częścię brzegu 

zbioru “li . "Dolnę" część brzegu zbioru znajdujemy przez 

symetrię względem osi rzeczywistej.

Wykażemy teraz, że zbiór *U Jest maksymalnym zbiorem 

jednolistności dla klasy TR, tzn. że dla każdego z £ HZ , 

f(z)€TR jest funkcję jednolistnę.

Niech z-, będzie ustalonym punktem wewnętrznym zbioru^ , 

a /T’i(si»Ri) okręgiem przechodzęcym przez punkty -1,1,z^. 

Znajdujemy, że
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S1 "

-¿(l-ri2)

2r1sin 9^

/ 2\ frri )

4rj8i.ii2 8j, Ri 1 +

*6

• zi-rie''°ł.

Z drugiej strony równość (3.36) implikuje, że

( 3.38) Z2 + -1

Z2 * Z1

Równanie (3.38) jest równaniem okręgu

, k “i 2r±8in 9±
T2(S2'R2) ! S2 " 2 * RJ

1-ri

1
24rx2sin2 0!

(I-?)2
1 +

Widzimy więc, że gdy z± leży na łuku okręgu Vl(Sl'Rl) 

to przy warunku (3.36) punkt z2 leży na okręgu T2(S2’R2) • 

Ale ■ ^2 , zatem z1 i z2 nie mogę leżeć po tej samej 

stronie łuku. Ponieważ zaś funkcjonał Y( f) może być 

zerem tylko na łuku *lT , to funkcja f€ TR jest jednolistna 

wewnętrz U .
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