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S. HALAS

O réwnaniu falowym — pogladowo

WSTEP

Biegnaca fale sinusoidalna najlatwie) pokazaé za pomoca szkolnego przyrzagdu —
falownicy. W urzadzeniu tym kulki, ktérymi s3 zakoinczone pionowe prety, wprawia
sie w ruch drgajacy. Aby uzyskaé efekt fali poruszajacej sie w dodatnim kierunku
osi z, drgania kolejnych kulek musza byé opdznione w fazie o stala wartosé¢ réwna
k. Jesli kulki sa rozmieszczone w odstepach jednakowych, réwnych 1 cm, to k = QT”,
gdzie A — dlugosé fali.

Zatem jesli pierwsza kulka drga zgodnie z réwnaniem

Y = Yosinwt, (1)
to kulka odlegla od pierwszej o £ cm drga zgodnie z réwnaniem
Yy = yosin(wl — kz) = yosinw(t — i), (2)
c

gdzie
= - 3
=2 (3)
jest predkoscia fazowa fali, tj. predkoscia przesuwania si¢ punktow o stalej fazie.
Latwo sie przekonaé, ze funkcja y(¢,z) dana réwnaniem (2) spelnia réwnanie

Py _ 20

oz = ¢ o @

zwane jednowymiarowym réwnaniem falowym.
Réwnanie (4) opisuje ruch falowy nie tylko wzdluz prostej, ale réwniez fale
plaskie na plaszczyznie i w przestrzeni 3-wymiarowej, biegnace w kierunku osi 2.
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Zauwazmy, ze réwnanie falowe speinia nie tylko funkcja sinus (2), lecz kazda funkcja
o argumencie © =t + £. Rzeczywiscie, niech np.

z
'1) = f(t - —)1 to
¢
oz~ 092 | 9r2 2 og?’
skad natychmiast wynika réwnanie (4) dla funkcji ¢(z,t). Naturalnym rozszerze-
niem réwnania (4) jest tréjwymiarowe réwnanie falowe dla funkcji ¥(z,y, z,t):

0%y =¢? (32'1' + v + a—‘“) = 2V (5)

Py _op Py _ 10

o2 0z? ' 8y? | 9z

tym réwnaniem bedziemy sie zajmowaé w dalsze) czesci tego artykulu. Wypro-
wadzimy tutaj réwnanie (4) dla (1) osrodka sprezystego, (2) elektrycznej linii
dwuprzewodowej oraz (3) pola elektromagnetycznego w pustej przestrzeni. Tym
samym zhajdziemy predkosé fazowa propagujacych fal w wymienionych przypad-
kach. Przedtem jednak, jako bardziej przemawiajace do wyobrazni, wyprowadzimy
réwnania falowe dla ukladéw dyskretnych. Nie bedziemy tutaj zajmowacé si¢ spo-
sobami rozwigzywania réwnania falowego. Czytelnik zainteresowany tym zagad-
nieniem znajdzie opis réznych metod w ogdlnie dostepnych podrecznikach [1-4],
a bardziej szczegélowy — w podreczniku (5).

FALE W UKLADZIE PUNKTOW MATERIALNYCH

Rozwazmy nieskoiiczony szereg punktéw materialnych o masie m kazdy, rozlo-
zonych réwnomiernie wzdluz osi 2 1 oddzialujacych na siebie silami sprezystymi. Na
ryc. 1 zobrazowano to przez polaczenie malych kulek jednakowymi bezmasowymi
sprezynkami.

m m m
L r Xreq
Ryc. 1. Fragment nieskoiiczonej linii zlozonej z punktéw materialnych polaczonych bezmasowymi
spr¢zynkami

Niech odleglosé miedzy punktami w stanie réwnowagi wynosi I. Rozwazmy teraz
sily dzialajace na wyrézniong kulke » (Ryc. 1) przy naruszeniu stanu réwnowagi, tj.
pojawiajace si¢ przy wychyleniu kulek sasiednich i przy wychyleniu samej kulki ».
W pierwszym przypadku kulka r jest w polozeniu rownowagi a kulki r—1 oraz r+1
sa wychylone o 2,_) 1 z,4;, odpowiednio. W wyniku rozciagniecia lub $cisniecia
sprezynek dolaczonych do kulki r na kulke bedzie dzialaé sita wypadkowa

F=k(zry1+z,-1). (6)
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W drugim przypadku, gdy sasiednie kulki pozostaja w polozeniach réwnowagi,
sila wypadkowa dzialajaca na kulke r bedzie wynosila

F = —k(z, + z,). (7)

Zakladamy, ze wszystkie wychylenia z polozenia réwnowagi z,_,, z, oraz z,4;
s3 male w poréwnaniu z odlegloscia ! oraz ze znamy wspdlczynnik sprezystosci k.
W przypadku ogdlnym, w dowolnym momencie ¢, w ktérym wystapig wychylenia
Zr_1, Tr, Tr41, na kulke r dziala sila wypadkowa

F=k(zr41+3r-1) — k(z, + 2.).

Korzystajac teraz z Il zasady dynamiki otrzymamy nastepujace réwnanie ruchu
dla dowolnie wybranej kulki »

d?r,

mF =k[(zrp1 — 2r) = (2r — 2,21)]. (8)

Réwnanie to jest matematycznym zapisem faktu, ze sila dzialajaca na kulke
r jest wprost proporcjonalna do drugiej réznicy (réznicy réznic) jej wychylenia
z polozenia réwnowagi.

Réwnanie (8) latwo przeksztalci¢ do postaci réwnania falowego (4). Oznaczamy
druga réznice wychylenia kulki r przez A2z, i dzielimy przez (Az)* = I2:

mdzr, — ¢ A2z,o. (9)
12 de? (Az)?

W tym réwnaniu celowo wprowadzilismy oznaczenie Az, zamiast wprowadzo-
nego wyzej {, aby réwnanie (9) przyjelo postaé zblizong do postaci réwnania (4).
Poniewaz kulka » zostala wybrana dowolnie, to zamiast z, mozemy wprowadzié
symbol ¥, ktéry bedzie sie odnosi¢ do dowolnej kulki. Jednakze tak rozumiane 3
Jest juz funkcja dwéch zmiennych — polozenia i czasu. Pochodng wzgledem czasu
nalezy zapisac jako pochodna czastkowa. Zatem réwnanie (9) przyjmie nastepujaca
postac

9% kl A?
Py _u AN (10
o2 p(Az)?

gdzie p = m/l jest liniowa gestoscia masy ukladu. Z réwnania tego widaé, ze

predkos¢ fazowa propagacji fali sprezystej w ukladzie przedstawionym na ryc. 1
wynosi

c=,/—. (11)
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Qr 4 Qr Q.

Ryc. 2. Fragment nieskoiiczenie dlugiej linii zlozonej z elementéw LC

FALE W LINII LC

Rozwazmy teraz nieskoiiczona lini¢ zbudowana z jednakowych elementéw L i C
— indukcyjnosci 1 pojemnosci — polaczonych jak na ryc. 2.

Oznaczamy ladunek na dowolnie wybranym kondensatorze przez Q, a przez
Q@r_11Qr4+y — ladunki na kondensatorach sasiednich. Stan réwnowagi tego ukladu
mamy wtedy, gdy przez indukcyjnosé nie plyna prady, a ladunki (lub napiecia
= @Q/C) na wszystkich pojemnosciach sa jednakowe. Jakiekolwiek odchylenie
od stanu réwnowagi oznacza wygenerowanie pragdéw w poszczegdlnych odcinkach
obwodu oraz sil elektromotorycznych indukcji na elementach L.

Z pierwszego prawa Kirchhoffa mamy nastepujace wyrazenie na prad tadowania
(lub rozladowania) wybranego kondensatora

dQ,
dt

:1,-— [,-_1. (12)

Z drugiego prawa Kirchhoffa, zastosowanego dla sgsiadujacych oczek, wynika

dlr—l _ Qr Qr—l
I~ =c-—7¢ (13)
dIr _ Qr+l Qr
L =7 ¢ (14)
Odejmujac stronami réwnania (13) i (14), otrzymujemy
d 1
Ly =1y) = E[(Qr‘Qr—l)_(Qr-H - Q). (15)

Korzystajac z réwnania (12) i zapisujac druga réznice ladunku w postaci A2Q,,
otrzymamy

Q1 ,
= g0 (16)

Aby otrzymanemu réwnaniu nadaé ksztalt réwnania falowego, dzielimy je przez.
(Az)?, gdzie Az oznacza odleglos¢ miedzy kolejnymi elementami réwnowaznej
linii nieskonczonej. W celu uwolnienia si¢ od wskaznika r postepujemy podobnie,

L
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jak podczas przeksztalcania réwnania (9), zastepujac % przez g—; Ostatecznie
réwnanie (14) przeksztalca si¢ wiec do postaci
0*Q 1 AQ

012 = L(]Co (A.’L’)Q, (17)

gdzie Lo = AL/Az i Cy = AC/Az sa warto$ciami indukeyjnoséci 1 pojemnosci
przypadajacymi na jednostke dlugosci linii.

Poréwnujac to réwnanie z réwnaniem falowym (4) widzimy, ze predkosé fazowa
przemieszczania si¢ zmian ladunkow na kondensatorach wynosi

c= 1/\/L0C0. (18)

FALE W PRECIE SPREZYSTYM [ ELEKTRYCZNEJ LINII DWUPRZEWODOWEJ

W pierwszym przypadku mamy do czynienia z osrodkiem ciaglym, w ktérym
masy 1 zrédla sil sprezystych sa rozmieszczone réwnomiernie wzdluz osi 2. W dru-
gim przypadku dotyczy to pojemnosci i indukcyjnosci. W obydwu przypadkach
latwo przejs¢ do granicy przy Az — 0 i zapisa¢ réwnania (10) i (17) w postaci
réwnania (4)

02_"/’ = *y
o2~ jr?’
gdzie
1
2 — 1
c CoLo (18a)
w przypadku linii dwuprzewodowej, a
E
2== 19
; (19)

w przypadku sprezystego preta.
We wzorze (19) E oznacza modul Younga, a p gesto$é materialu preta. Wzér
ten otrzymuje si¢ z przeksztalcenia wzoru (11)

2 K kAL

Tou o pAlr

Ale kAl jest sila spréiystq rozciagajaca (lub sprezajaca) odeinek [ o Al, ktéra
zgodnie z prawem Hooke’a wynosi

Al

EST’

gdzie S — pole przekroju preta, £ — modul Younga. Zatem ¢ co

2 _ ES _ ES
. 3 “
nalezalo wykaza¢.

=75
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FALE W CIECZACH I GAZACH

Jesli zamiast sprezystego preta rozwazymy rure wypelniona ciecza lub gazem,
to zamiast wzoru (19) otrzymamy

. KAl F AP
T pAl/l T pSAlNl T pAVIVY

c (20)

Ale w stalej temperaturze stosunek nadwyzki ci$nienia do niewielkiej wzglednej
zmiany objetosci jest wielkoscia stala dla danej cieczy lub gazu (modul scisliwosci).
W przypadku gazu, z réwnania adiabaty mamy

AP AV C
—— =Kx—, gdziex = =2 21
p -V 8 Co 1)
Jest stosunkiem ciepla wlasciwego przy stalym cisnieniu do tegoz ciepla przy
stalej objetosci (x = 1,67; 1,40 i 1,33 dla gazéw atomowych, dwuatomowych
i wieloatomowych, odpowiednio).
Zatem wzér (20) przyjmie postaé

¢t =—. (22)

Temperaturowa zalezno$é stosunku P/p jest nastepujaca

P_PV _ RV
p m  m

1 Py |
1+ Lag=Pgr Ly
(145530 =, 0+ 3539

FALE ELEKTROMAGNETYCZNE W PROZNI

Réwnanie [alowe dla pola E lub H otrzymuje si¢ bezposrednio z réwnan
Maxwella dla prézni

- OH
rotE = —Hor (23)
rotH = €05y (24)

oraz nastepujacego twierdzenia matematycznego udowodnionego w dodatku A:
_ rot(rotE) = grad(divE) — V2E. (25)

Biorac pod uwage, ze w prézni divE = 0 ze wzgledu na brak ladunkéw
wytwarzajacych pole potencjalne, mamy

rot(rotE) = —V2E. (26)
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Z réwnai (23) i (24), eliminujac H, otrzymujemy

- d = d [ OE
rot(rotE) = —uogrotﬂ = _EO#OE (E) . (27)

Poréwnujac otrzymane wyniki na rot(rotE) otrzymujemy réwnanie falowe dla
pola E w przestrzeni

?E 1 _,=

- = V2E, 2

0t2 EoMo ( 8)
ktére w przypadku jednowymiarowym sprowadza si¢ do postaci réwnania (4):

PE 1 O%E

c’)t'~’ = Eojlo 5.1,'—2- (29)

Z tego réwnania wynika, ze predkosé fal elektromagnetycznych w prézni wynosi

¢ = 1/\/eolio. (30)

FALA RADIOWA W JONOSFERZE

W rozrzedzonym gazie zjonizowanym fala elektromagnetyczna czestosci radiowej
pobudza do drgai elektrony. Przy czestosciach rzedu megahercow jony, ze wzgledu
na ich duza mase, mozna uwazaé za nieruchome. Obliczymy najpierw gestosé pradu
elektronowego j i wprowadzimy te warto$é do réwnania Maxwella.

Pod wplywem dzialania plaskiej fali elektromagnetycznej (biegnacej wzdluz
osi )

E = Eysin(wt — kz), (31)
H = Hysin(wt — kz), (32)
na elektron dziala sita
mﬂ = eFgsin(wt — kz) (33)
dt? '

gdzie m i e oznaczaja mase i ladunek elektronu. Z tego réwnania ruchu dla elektronu
otrzymamy wyrazenie na predkosé elektronu

dr eEy e OF

=—-— t—kr)=—
— cos(w r)

(34)

dt mw? ot
Zatem gestos¢ pradu elektronowego wynosi
dr Ne? OE
j=Ne—=—-———5—. 35
J “at mw? Ot (35)

W tym réwnaniu przez N oznaczyliSmy liczbe elektronéw w jednostce objetosci,
czyli ich koncentracje. Réwnanie (35) bedzie bardziej ogolne, jesli przepiszemy je
w postaci wektorowe):

Ne? OE
mw? ot

f=-

(35a)
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Réwnania Maxwella przyjmuja teraz postac

OE Ne? OE
VXH—J'FE(,” 6(1-&-2)5 (36)
= OH

Eliminujemy wektor E z pierwszego réwnania biorac rotacje z obu stron tego
réwnania

2 . 2 o
Ne QVXE:E(I— Ne )2 OH

H=¢-
VXV x e( mw’e)at mwe

(38)
Z drugiej strony, zgodnie ze wzorem wyprowadzonym w dodatku A, mamy
V xV x H=v(V.H)-V2H. (39)

Biorac pod uwage, ze V - =02 poréwnania prawych stron réwnan (38) i (39)
wynika
Ne2 82ﬁ 2 =
—en(l— ——-) 77 = -V’H. (40)

mw2e

Stad dla fali poruszajacej sie w kierunku osi z

0°H _ 1 0*H
012 ep(1 - Ner) b2

Z tego réwnania wynika, ze predkosé fazowa fali jest zalezna od czestosci

Ne?
vy = l/\fep 26 ’E e , (42)

mwe

gdzie ¢ = 1/\/Eopo jest predkoscia swiatla w préini przy czym vy jest wigksza
od predkosci swiatla w prézni. Poniewaz vy = ¢ zalezy tutaj od w, przeto osrodek
wykazuje dyspersje. W takim osrodku predkoéé grupowa vg = dk “ (patrz dodatek B)
rézni si¢ od predkosci fazowe). Ze wzoru (42) mamy

k= 1-

(43)

w Ne?
¢

mw?ey’

1 / Ne2
Yy = r o 9 T (44)
dw

skad
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Warto zauwazyé, ze vy < c oraz vyvy, = c?. Jesli fala pada na osrodek
o stopniowo wzrastajacej koncentracji elektronéw, to jej predkoéé grupowa bedzie
maleé. Przy spetnieniu warunku

Ne?
mwleg

=1, (45)

bedzie ona réwna zeru, fala wyslana pionowo w gdre natrafiajac na warstwy zjo-
nizowanego powietrza ulega obiciu od tej warstwy, dla ktdrej jest spelniony wa-
runek (45). Podstawiajac do tego wzoru wartosci stalych fizycznych, otrzymujemy
nastepujacy wzor na czestosé graniczna:

Ver =9.0VN, [v] = Hz, [N]=m™2. (46)

W2zdr ten stuzy do sondowania jonosfery przy uzyciu fal radiowych o zmieniane]
czestoscel.

Przy ukosnym wejsciu wiazki fal radiowych do warstw zjonizowanych trajektoria
wigzki ulega zakrzywieniu podobnie jak ,promien” $wietlny wprowadzony do
warstw o zmieniajacym si¢ wspolczynniku zalamania.

FALE MATERII

De Broglie wykazal, ze z poruszajaca sie czastka materialna zwiazana jest fala

o diugosci 0
2T s
A= T T ph (47)
gdzie p — ped czastki, h — stala Plancka.
Funkcja falowa ®(2, y, z,t) musi spelniaé ogdlne réwnanie falowe (5)

bR
at?
gdzie v = w/k jest predkoscia fazowa.

W przypadku, gdy czastka porusza sie w polu sil, w ktorym jej energia
potencjalna jest V(z,y, z), a calkowita energia czastki

=12V29, (48)

E = Exin +V(z,y,2) (49)

jest ujemna, rozwigzania réwnania falowego poszukuje si¢ w postaci fali stoja-
cej, tzn.
é(z,y,2,t) = ¥(x,y, z)sinwt. (50)

W tym przypadku mamy bowiem do czynienia z ruchem stacjonarnym czastki
w polu sil, jak to ma miejsce np. w przypadku ruchu elektronu dookola dodatnio
naladowanego protonu. Podstawiajac t¢ funkcje do réwnania falowego (48), otrzy-
mujemy réwnanie dla funkeji ¢ niezaleznej od czasu:

- w2¢ = v2vgl[), Skqdv2¢ + k2¢) =0. (51)
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Ze wzoru (47) wynika

2
2 p°_ 2mEg, _2m
Podstawiajac ten wynik do réwnania (52), otrzymujemy stacjonarne réwnanie
Schroedingera dla czastki w polu o energii potencjalnej V(z,y, 2)

+ 2m(E - V)

v2y =

P =0. (53)
Zgodnie z interpretacja podana przez Borna w r. 1926 wartosé |¢(z, y, z)|> ma
znaczenie gestosci prawdopodobieiistwa znalezienia czastki w punkcie (z,y, z).
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DODATEK A

Réwnania rot(roté) = grad(divE) — V2E dowodzi si¢ nast¢pujgco, korzystajac z oznaczen
rachunku wektorowego

UxVxE=Vx

o=

E, E.
B y o 2 2 2 2
1 J k 8’Ey o8k, _6°E, |, 8%E,
_ KR b 8 8:8y 8y5 8z + 828y
= 23 8y 5z Sl - e e - - - - - -
8E, _8E, o6E; 8B, OBy 6B, | | _ _ _ _ _ _
8y Oz 8z 8x 8x 8y - - - =

Z drugiej strony

E.
9V -B)-VE=Vv (aE‘ +9Es 3E‘) -Vv2| E, | =
oz dy 0z

E,
82k, | 8By | 8'E, 8E; | O%E; | OE;
_ 8x2 818y 818z 813 8y? 8:2

Dokonujac w otrzymanej réwnosci redukcji wyrazéw identycznych stwierdzamy slusznosé twier-
dzenia.
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DODATEK B

Wzér na predkoéé grupowa, czyli na predkosé z jaka przemieszcza si¢ grupa fal (,,paczka
falowa” ) najprosciej wyprowadza si¢ dla nakladajacych si¢ dwu fal sinusoidalnych o jednakowych.
amplitudach, lecz o niewiele réznigcych si¢ liczbach falowych k i k’. Réwnanie fali wypadkowej

Asin(wt — kz) + Asin(w’t — k'z)

daje si¢ przedstawi¢ w postaci wyrazenia (wedlug znanego wzoru trygonometrycznego na sume¢
sinuséw dwu katéw):

wtw k+k’) (w—w’ k—k')
T | cos t - ).

2Asin( t—
2 2 2 2

Wyrazenie to mozemy 'imf:r'pret'outaé jako‘ falq‘bicgchq 2 predkoscig fazowa %‘:I & £ lecz o
modulowanej wolno zmieniajacej si¢ amplitudzie.
w-u' k -k )
- T
2

2A cos (

Z wyrazenia tego widaé, ze fala amplitudy przemieszcza si¢ z szybkoscia ‘-":—_—‘-:; =] ‘;—‘;" Widzimy

wiec, ze predkosé grupowa moze byé réwna fazowej, jesh ‘;“'—k = ‘f czyli gdy w jest wprost
proporcjonalna do k. Znaczy to tyle, ze predkoéé fazowa jest stala, niezalezna od czgstosci (brak
dyspersji).






